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PREFACIO

El método de los elementos finitos (mef), se ha constituido con el transcurrir de los afos,
en una herramienta numérica indispensable, no sélo en el area de la ingenieria de disefio, si no
también en muchas otras areas de las ciencias en general. Los programas de computacion basados
en esta técnica numérica, son ampliamente usados en la investigacion y en la solucién de
innumerables problemas relacionados con la mecénica del medio continuo.

La motivacion fundamental que me condujo a escribir este libro, fue la de presentar a los
estudiantes de los ultimos semestres ingenieria y de los cursos de maestria, un texto sobre el mef
en el cual los conceptos basicos del mismo fuesen tratados del modo méas simple posible. Asi, aun
cuando no se omiten los aspectos fundamentales, desde el punto de vista matematico, asociados
al método, se hace énfasis tanto en su interpretacion fisica como en su implementacion
computacional.

El texto esta dividido en seis capitulos, en los cuales se presenta el mef tal como éste se
desarrollo, historicamente, a través de los afios. En el capitulo 1 se hace una breve resefla
historica del método y se introducen los principios basicos del mismo.

En el capitulo 2, se desarrolla la formulacion del mef via el método directo. Para abordar
este capitulo, al lector le bastard tener los conocimientos bdsicos del algebra matricial y la
mecanica de materiales. Los ejemplos que se resuelven al final de este capitulo, estan
relacionados con el drea antes mencionada, asi como también con la mecéanica de los fluidos y
transferencia de calor. La resolucion de dichos problemas se hace en forma detallada y paso a
paso, siguiendo el mismo procedimiento sistematico de un programa computacional basado en el
mef.

En el capitulo 3, se deducen las funciones de interpolacion de algunos elementos finitos
tanto unidimensionales como bidimensionales, y se resumen los aspectos relacionados con la
integracion numérica.

En el capitulo 4, se estudia la formulacion variacional del mef asociada a la teoria lineal
de la elasticidad. Puesto que esta formulacion esta intimamente ligada al célculo variacional, al
inicio de este capitulo se presenta, en forma resumida, las nociones fundamentales de dicho
calculo. Al final de este capitulo se resuelven algunos problemas relacionados con la mencionada
teoria.

En el capitulo 5, se muestra la solucion de algunos problemas conocidos con el nombre de
campo escalar. Las correspondientes ecuaciones de los elementos finitos, se deducen a partir del
funcional que gobierna este tipo de problemas, y se resuelven algunos problemas que
frecuentemente aparecen en la practica, tales como los asociados a la conduccion de calor, torsion
en barras prismaticas, flujo de fluidos a través de medios porosos y campos electrostaticos.

En el capitulo 6, se presenta la formulacion general del mef via residuos pesados, y se
deducen las ecuaciones de los elementos finitos correspondientes a la teoria lineal de la
elasticidad y a la mecanica de los fluidos, mediante el método de Galerkin. Al final de este
capitulo se muestra la soluciéon numérica de algunos problemas relacionados con esta Gltima area
de la mecénica, especificamente los asociados con la entrada y salida de flujos de fluidos
viscosos a través de boquillas planas y circulares, y también se presenta una solucion al
fendmeno del hinchamiento.

Es importante destacar que el Gnico motivo por el cual el capitulo 4 estd enfocado en
exclusiva, a la teoria lineal de la elasticidad, y el capitulo 6 fundamentalmente al campo de la
mecanica de los fluidos, se debe al hecho que se quiso mantener la secuencia del texto en el orden
cronologico del desarrollo historico del mef pero, por supuesto, las formulaciones presentadas en
ambos capitulos se pueden aplicar, en general, indistintamente a ambas ramas de la ciencia.

xi



Para facilitar la implementacion computacional de las ecuaciones de los elementos finitos,
en el texto se ha privilegiado la escritura por extenso de la sintaxis matematica de dichas
ecuaciones, y no se ha hecho uso de la escritura compacta que usualmente acompana los libros
que abordan este método.

Agradezco al Dr Agustin Torres de la empresa Investigacion y Desarrollo (INDESCA),
del Complejo Petroquimico Ana Maria Campos del Estado Zulia, Venezuela, y al Prof. Juan
Damia, Ph.D. de la Escuela de Ingenieria Mecéanica de la Universidad del Zulia, la lectura de
algunos capitulos del presente texto y sus valiosos comentarios y sugerencias. Deseo enfatizar,
sin embargo, que cualesquiera inexactitudes o errores que se encuentren en el mismo es de mi
entera y Unica responsabilidad.

Zeferino A. Da Fonseca Lopes
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I.- CONCEPTOS BASICOS DEL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS
1.1.- Introduccion

Muchos problemas de importancia practica que frecuentemente aparecen en ingenieria,
resultan de una complejidad matematica tal que, aunque la deduccion de las ecuaciones
diferenciales que gobiernan tales problemas no resulta muy dificil, su solucion por métodos
exactos de analisis, aun después de introducir algunas hipdtesis simplificadoras, no se logra si no
para ciertos problemas de geometria, condiciones de contorno y/o sistemas de carga muy
particulares. Por esto, aunque este tipo de solucion es la que mas informacion proporciona sobre
el comportamiento de las variables involucradas en un problema dado, se debe recurrir a los
métodos numéricos, los cuales permiten elaborar andlisis y disefios con un alto grado de
sofisticacion y precision.

Los métodos de los elementos finitos, de diferencias finitas, de volumen de control (bien
sea basado en diferencias finitas o elementos finitos) y de contorno, son apenas algunos, entre una
gran gama de métodos numéricos que se han venido desarrollando y usando exitosamente, en la
solucion de muchos problemas en distintas areas de la ciencia. Aun cuando todos estos métodos
constituyen una muy poderosa herramienta matematica, no dejan de ser métodos aproximados,
debiéndose tener por lo tanto un especial cuidado en su utilizacién, ya que la calidad de las
soluciones que se obtengan depende de varios factores, entre los cuales se pueden destacar la
distribucion de la discretizacion espacial de la region en estudio, el tipo de discretizacion en el
tiempo en los problemas no permanentes, la aplicacion apropiada de las condiciones de contorno,
la correcta inclusion en el modelo de las propiedades fisicas de los materiales que intervienen en
el problema, etc. El correcto posicionamiento de estos aspectos requiere del sentido comun y
alguna experiencia del analista, independientemente del método seleccionado.

La disponibilidad, en la actualidad, de numerosos programas computacionales basados en
las diferentes técnicas numéricas mencionadas, dan al ingeniero la oportunidad de obtener
informacion muy detallada sobre el comportamiento de las variables involucradas en un
determinado problema. Sin embargo, la existencia de esta posibilidad, aumenta en vez de reducir,
la necesidad de un juicio firme de ingenieria sobre el uso de un programa dado. La informacion
de salida de un computador, aun con las ayudas graficas que existen en el presente, nunca podra
sustituir el entendimiento y el sentido comun del analista.

Visto globalmente, la solucion numérica de un problema dado se puede esquematizar tal
como se muestra en la Fig.1.1. EI sistema real del problema a resolver, se transforma en un
modelo matematico, mediante la inclusion de los principios fisicos y de conservacion que rigen el
mismo, la ciencia de los materiales, hipotesis consideradas, etc., asociados al problema a resolver.
Una vez logrado el modelo matematico y antes de obtener la solucion aproximada deseada, dicho
modelo debe ser verificado, cotejando su respuesta en situaciones mas restringidas, de las cuales
se puede conocer la solucion exacta, bien sea mediante métodos exactos de solucion, o via
métodos experimentales. S6lo después de esta etapa de prueba, el modelo matematico propuesto
podré ser discretizado, a través de alguna técnica numérica, para finalmente obtener la solucién
aproximada deseada, mediante la solucion numérica del modelo ya discreto.

Entre las técnicas numéricas ya mencionadas, una de las que mas se ha destacado desde
hace aproximadamente cuarenta afios, tanto por su capacidad para modelar dominios irregulares,
condiciones de contorno, no-linealidades (geométricas y/o mecanicas), y/o sistemas de cargas
complejos (caracteristicas éstas que aparecen en la gran mayoria de los problemas de interés



practico), como por la facilidad en la seleccion del mecanismo de aproximacion de las variables
involucradas en un problema especifico, es el Método de los Elementos Finitos (mef).

Aproximacion discreta. Téc—
nicas numeéricas (meétodo de

simples.)

SOLUCION
EXACTA.

SOLUCION
MODE.LO los elementos finitos, dife—
_ 7 \MATEMATICO. rencias finitas, etc.)
—~
r |
| Aproximacion continua (herra— EW/OV?S
| mientas matematicas podero— Num‘emcos.
‘ sas; geometrias y contornos
\
I

Errores del
modelo
matematico.

CIENCIA  DE

MATERIALES:

PROPIEDADES — ;

MECANICAS,ETC) presion, velocidades, Errores

desplazamientos,etc. Experimentales.
|

Variables de estado:

I
\
\
\
\
~_ SISTEMA
FISICO.
VARIABLES

DE ESTADO.

~

- Experimentos.

SOLUCION
OBSERVADA.

Errores -
Experimentales.

Fig.1.1 Diagrama esquematico del modelaje matematico de un problema.
proceso deductivo / analitico.

----- fuentes de discrepancia: realidad / modelo matematico.

1.2.- Antecedentes Historicos

La idea de representar un dominio mediante un conjunto de elementos discretos, no
aparece con el mef. En efecto, los antiguos matematicos usaban “elementos finitos” para predecir
el valor de w en forma bastante aproximada. Dicha aproximacion la realizaban limitando un
circulo con poligonos (inscritos o circunscritos), de tal modo que los segmentos de rectas
(elementos finitos), aproximasen la circunferencia del circulo. De este modo, ellos estaban en
capacidad de obtener estimaciones muy exactas del valor de © (casi cuarenta digitos).

Arquimedes (287 a.c.) usé las mismas ideas para determinar areas de figuras planas y
volimenes de solidos aunque, por supuesto, no tenia el conocimiento del procedimiento de limite.
Realmente, fue so6lo éste desconocimiento lo que impidi6 que Arquimedes descubriera el calculo
integral alrededor de dos mil afios antes que lo hicieran Newton y Leibniz. Es importante
entonces destacar que, mientras la mayoria de los problemas de la matemadtica aplicada estan
descritos en términos de ecuaciones diferenciales, la solucion de éstas mediante el mef, utiliza
ideas que son, en mucho, mas viejas que las usadas para establecerlas.

Muchos han sido los investigadores, tanto en el drea de la ingenieria, como en el area de la
mecanica aplicada que han participado en el desarrollo del mef. En 1909, Ritz desarrollé un
método muy poderoso con el cual se puede obtener soluciones aproximadas, de problemas
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asociados al campo de la mecanica del continuo. En este método, se asume la “forma” de las
incognitas involucradas en el problema, en términos de unas funciones de aproximacion
conocidas y unos parametros a determinar. La introduccion de estas funciones en el funcional que
describe el problema en estudio, y su posterior diferenciacion con respecto a los referidos
parametros, produce una ecuacion la cual es igualada a cero. Si existen N parametros
desconocidos, se formara un sistema de n ecuaciones simultaneas. La solucion de dicho sistema
permite determinar dichos parametros y, por lo tanto, obtener la solucion aproximada del
problema. Este método es similar a la estimacion de los pardmetros de ajuste en los problemas de
minimos cuadrados. La limitaciéon mas severa del método de Ritz, estd en el hecho que las
funciones de aproximacion, deben verificar las condiciones de contorno especificadas en el
problema en estudio, lo cual restringe la aplicaciéon del método a aquellos problemas con
dominios de forma geométrica relativamente simples.

En 1943, Courant hizo una muy significativa extension del método de Ritz introduciendo
funciones seccionalmente continuas, definidas sobre areas triangulares, lo cual, conjuntamente
con el principio de minima energia potencial, le permitié estudiar problemas de torsion. En estos
problemas, las incdgnitas se seleccionaron de tal modo que fueran iguales a los valores de las
funciones, en los puntos de interconexion de las areas triangulares. Por otro lado, la limitacion del
método de Ritz fue eliminada ya que las condiciones de contorno se satisfacen, ahora, en un
numero finito de puntos sobre el contorno.

El método de Ritz, tal como fue usado por Courant, es idéntico al mef el cual fue
presentado algunos afios después por Clough, a partir de ideas diferentes. En efecto, en 1960,
Clough introdujo, por primera vez, el término elemento finito, en su trabajo “The Finite Element
Method in Plane Stress Analysis”. En este trabajo se presentd el mef como una extension de las
técnicas de andlisis estructural, en la solucion de problemas de la mecanica del continuo.

La razén por la cual el mef tuvo una acogida, casi inmediata en 1960, estd asociada al gran
desarrollo, casi simultaneo, del computador digital, mediante el cual se logra efectuar la gran
cantidad de operaciones que el mef demanda, en forma rapida y precisa; en 1943 Courant no
contaba con esta poderosa herramienta de céalculo.

A mediados de los afios 60 los investigadores, tanto del campo de la mecanica del
continuo, como del analisis estructural, supieron reconocer que la extension del método de Ritz
propuesta por Courant y el mef son, en esencia, idénticos. Este hecho trajo como consecuencia,
en los siguientes afios, un progreso impresionante de este método. Desde entonces el mef se
aplica, con éxito, en problemas tridimensionales, en problemas no lineales (geométricos y/o
fisicos), en problemas no permanentes, y en problemas de muchas otras areas distintas al analisis
estructural tales como, flujo de fluidos, transferencia de calor, analisis de campos eléctricos y
magnéticos, robotica, ciencias médicas, etc.

1.3.- Etapas basicas en la utilizacion del método de los elementos finitos.

Independientemente de la naturaleza fisica del problema, el andlisis del mismo mediante
el mef sigue los siguientes pasos:
1.- Definicién del problema y su dominio.
2.- Discretizacion del dominio.
3.- Identificacion de la(s) variable(s) de estado.
4.- Formulacion del problema.
5.- Establecimiento de los sistemas de referencia.



6.- Construccion de las funciones de aproximacion de los elementos.
7.- Determinacién de las ecuaciones a nivel de cada elemento.

8.- Transformacion de coordenadas.

9.- Ensamblaje de las ecuaciones de los elementos.

10.- Introduccién de las condiciones de contorno.

11.- Solucién del conjunto de ecuaciones simultdneas resultante.

12.- Interpretacion de los resultados.

1.3.1.- Definicion del problema y su dominio

El andlisis de un problema dado via el mef, tiene implicito tres tipos de aproximacién. La
primera se relaciona con la definicién del dominio (fisica y geométrica) del problema, las otras
dos estdn asociadas a la discretizaciéon de las ecuaciones gobernantes, y a los algoritmos
empleados en la solucion del sistema de ecuaciones algebraicas simultaneas resultante.

Las aproximaciones usadas en la definicion de las caracteristicas fisicas de las diferentes
regiones del dominio, depende fundamentalmente del tipo de problema a resolver. Sin embargo,
la definicion geométrica del dominio, requiere el establecimiento de ejes coordenados globales
en referencia a los cuales se describen las coordenadas de ciertos puntos (nodos), los cuales, a su
vez, definen las ecuaciones de las lineas, superficies y/o volumen de los elementos. Este sistema
coordenado no necesita ser rectangular y cartesiano, para algunos problemas especificos, resulta
mas adecuado utilizar algun tipo de sistema coordenado curvilineo.

El dominio puede ser limitado o no (ciertos dominios se extienden hasta el infinito). Para
regiones limitadas del dominio, la idealizacion se realiza mediante elementos finitos y para las
partes de la region ilimitadas, se usan elementos infinitos o elementos de contorno. Muchas veces
el dominio entero estd constituido de subdominios, como el caso de problemas de interaccion.
Las condiciones de interfaz entre subdominios deben ser definidas, también, a priori de la
discretizacion.

1.3.2.- Discretizacion del dominio

Puesto que usualmente el problema estd definido sobre un dominio continuo, las
ecuaciones gobernantes de un problema, con excepcion de las condiciones de contorno, son
validas tanto en todo el dominio como en cualquier parte de él. Esto permite idealizar el dominio
a través de regiones de tamafio finito (elementos), interconectados de diferente forma y tamafio,
tal como se muestra en la Fig.1.2. Esta forma de discretizacion introduce ciertas aproximaciones
(p.e., corte de las esquinas, lineas curvas por rectas, elementos curvos por planos, etc.). Sin
embargo, colocando un nimero suficiente de elementos (o elementos de orden superior), se podra
reproducir el dominio tan aproximadamente cuanto queramos.

Aun cuando es cierto que, en general, reduciendo el tamafio de los elementos se obtienen
mejores resultados, también es cierto que un refinamiento excesivo conduce a grandes sistemas
de ecuaciones, lo cual puede tornarse impractico desde el punto de vista computacional. De tal
modo que, inicialmente, se debe entonces responder la siguiente pregunta: ; cual es el tipo de
elemento mas eficiente y cual serd el tamafio adecuado?. Una respuesta parcial a esta pregunta
viene dada en la literatura bajo la palabra clave de modelaje. Algunas técnicas relevantes en la
discretizacion del dominio son los procesos adaptativos o refinamientos de mallas y generacion
automatica de mallas.



Fig.1.2 Discretizacion del dominio con diferentes elementos finitos.
1.3.3.- Identificacion de la(s) variable(s) de estado

Hasta el momento no se ha hecho referencia a la naturaleza fisica del problema ya que las
etapas anteriores son comunes a cualquier tipo de problema, ya sea éste de transferencia de calor,
de la mecanica de los fluidos, de la mecanica de los s6lidos, etc. A continuacidn, y para cada
problema en particular, la descripcion matematica del fenomeno fisico conducira al
correspondiente problema de valor de contorno, el cual contendrd las variables de estado
asociadas al mismo. Estas variables se relacionaran entre si a través de las ecuaciones
constitutivas, las cuales representan una expresion matematica de una ley fisica en particular. La
Tabla 1.1 muestra varios problemas con las variables de estado asociadas, y las correspondientes
ecuaciones constitutivas. Muchos problemas reales involucra el analisis de dos o mas tipos de
problemas mostrados en dicha tabla, de modo conjunto y simultaneo.

1.3.4.- Formulacion del problema

Frecuentemente, un problema fisico estd formulado a través de un conjunto de ecuaciones
diferenciales con sus correspondientes condiciones de contorno, o mediante una ecuacion integral
(un funcional) sujeto a un requerimiento estacionario (maximo o minimo). En el primer caso se
dice que el problema fisico esta referido a su forma diferencial y en el segundo, a su forma
variacional. En ambos casos se llega al mismo resultado. En este texto se presentaran las dos
formulaciones como forma de establecer las ecuaciones de los elementos.

1.3.5.- Establecimiento de los sistemas de referencia

Ademas de los ejes globales de referencia del sistema completo, existen dos importantes
razones para seleccionar, adicionalmente, un sistema de referencia local para los elementos: la
facilidad con la que se construyen las llamadas funciones de forma de los elementos y la facilidad
con la que se integra en el interior de los mismos, con respecto al sistema local de cada elemento
en particular. Sin embargo, puesto que los elementos se ensamblan en el sistema global de
referencia, este paso introduce una transformacion de coordenadas.



Tabla 1.1 Descripcion matematica de varios problemas de valor de contorno.

Problema
fisico

Principio de
conservacion

Variable de
estado

Flujo

Constantes del
material

Fuente

Ecuacion
constitutiva

deformacion de| equilibrio de |desplazamientos| €sfuerzos o |médulo elasti-| fuerzas de ley de Hooke
un cuerpo fuerzas o fuerzas deformaciones | co, coeficiente| volumen o de
eldstico de Poisson superficie
redes eléctricas| equilibrio de voltaje o flujo eléctrico | conductividad carga eléctri— ley de
corrientes amperios eléctrica ca externa Kirchoff
torsion conservacion |funcion de es—| tasa de giro corte —2*angulo ley de Hooke
de la energia |fuerzos o de de giro

potencial alabeo
transferencia conservacion temperatura flujo de conductividad | calor externo |ley de Fourier
de calor de la energia calor térmica o interno
flujo de conservacion velocidades esfuerzos viscosidad fuerzas de ley de Stokes
fluidos del momentum cortantes volumen
flujo a través conservacion altura tasa de permeabilidad fuentes del ley de Darcy
de medios de la masa hidrostatica flujo fluido
porosos
electrostatica conservacion potencial flujo induccion carga ley de
del fluido eléctrico eléctrico eléctrica Coulomb
eléctrico
magnetostética | conservacion potencial flujo permeabilidad corriente ley de
del potencial magnético magnético magnética Maxwell

magnético

A pesar que todos los céalculos en el mef se pueden realizar directamente en el sistema
global, este procedimiento es muy complicado para cualquier problema de interés practico v,
puesto que la transformacion de coordenadas entre cualesquiera dos sistemas coordenados esta
bien definida y es una operacion matematicamente sencilla, se deben deducir las ecuaciones de
los elementos con relacion a su sistema local de referencia el cual puede ser cartesiano o
curvilineo, dependiendo de la forma de un elemento dado. En la Fig.1.3 se muestra un elemento
bidimensional y los sistemas global y local de referencia.
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Fig.1.3 Sistemas de referencia usados en el método de los elementos finitos.
(a) Sistema local de referencia; (b) Sistema global de referencia.

1.3.6.- Construccion de las funciones de aproximacion de los elementos

Una vez que se han seleccionado el sistema coordenado local y la(s) variable(s) de estado,
¢éstas pueden ser aproximadas de diferentes formas. En el mef, la aproximacion tanto del dominio
del problema como de las variables involucradas en el mismo, se realiza mediante funciones
algebraicas. Si el elemento es plano o de lados rectos, las coordenadas de los nodos primarios (los



que estan localizados en los extremos de los elementos), definiran la forma exacta del mismo.
Debido a esto, la discretizacion del dominio muchas veces se realiza mediante elementos de lados
rectos. Sin embargo, para algunos problemas estos elementos (p.e., elementos planos utilizados
en la discretizacion de céascaras), pueden producir errores inaceptables y la discretizacion debe ser
realizada con elementos de orden superior, como los que se muestran en la Fig.1.4.

Un argumento similar es valido para la aproximacion de la(s) variable(s) de estado. Estas
pueden aproximarse mediante una funcion lineal o a través de funciones de orden superior (i.e.,
cuadraticas, cubicas, etc.). El analista debe decidir si la aproximacion fisica (variable(s) de
estado) y la aproximacion geométrica (forma del elemento), tendran el mismo orden, o si por el
contrario dard preferencia a una sobre la otra en todo el dominio, o en alguna parte del mismo.
Esto conduce a tres diferentes categorias de elementos. Si m y n representan dos grados de
aproximacion distintos para la forma de los elementos y para la(s) variable(s) de estado,
respectivamente, se dice que un elemento es: (a) subparamétrico si m < n; (b) isoparamétrico si
m = n; (c) superparamétrico si m > n. La Fig.1.4 muestra ejemplos de estas tres categorias de
elementos.

. nocdos para definir lo forma del elemento (geometrior.

O nocos para aproximar loas variakles de estado (fisicay.
Fig.1.4 Ejemplos de elementos finitos subparamétricos, isoparamétricos y superparamétricos.
1.3.7.- Determinacion de las ecuaciones a nivel de cada elemento

A esta altura el modelaje del problema (i.e., la formulacion y discretizacion del dominio
con los elementos de forma y funciones deseadas), se ha completado. Usando algin modelo
matematico (método de residuos pesados, trabajo virtual, métodos de energia, etc.), se debe
establecer, a continuacion, sobre cada elemento, las ecuaciones discretas del problema continuo.
Este paso involucra la determinacion de la llamada matriz de rigidez de cada elemento con
respecto a su sistema local de referencia. Esta matriz relaciona, por ejemplo, en el caso de un
problema de la mecanica de los solidos, los desplazamientos nodales con las fuerzas nodales o, en
el caso de un problema de conduccién de calor, la temperatura con el flujo de calor. Este paso
involucra la consideracién de las ecuaciones constitutivas y, generalmente, el uso de la
integracion numérica.



1.3.8.- Transformacion de coordenadas

Una vez determinadas las matrices de rigidez de todos los elementos que conforman la
discretizacion del dominio del problema, y antes de proceder al ensamblaje de todas estas
matrices, para asi obtener el comportamiento de todo el sistema, es necesario realizar la
transformacion de coordenadas, que permita transformar las matrices de rigidez de los elementos,
desde sus respectivos ejes coordenados locales, al sistema global de referencia.

1.3.9.- Ensamblaje de las ecuaciones de los elementos

El ensamblaje de las matrices de las ecuaciones de los elementos, se realiza de acuerdo
con la configuracion topologica de los mismos, después que éstas han sido transformadas al
sistema global de referencia. Dicha configuracion se obtiene a través del establecimiento de una
relacion entre la numeracion local de los nodos de los elementos, y la numeracion global de los
mismos. El ensamblaje se efectiia considerando tnicamente los nodos de las interfaces, los cuales
son comunes a los elementos adyacentes. La matriz resultante se denomina matriz global del
sistema.

1.3.10.- Introduccion de las condiciones de contorno

En este paso se introducen las condiciones de contorno en la matriz global del sistema,
con lo cual esta matriz se podré reducir o condensar a su forma final, aun cuando en algunos
casos se prefiere, para no afiadir nuevos algoritmos a la solucion del problema, dejar el sistema
global con su tamafio inicial. Existen algunos algoritmos mas refinados que permiten introducir
las condiciones de contorno en el paso anterior (i.e., durante el ensamblaje), con lo cual se reduce
tanto el tiempo de ejecucion como la memoria requerida, pero dichos algoritmos requieren una
programacion muy diestra.

Los valores prescritos (conocidos) de la funcion (o el de sus derivadas) en los contornos,
son las llamadas condiciones de contorno esenciales. Usualmente, estos valores son cero o
constantes (equivalente a especificar los desplazamientos, las velocidades, la temperatura, etc., en
los nodos), o como una funcién de la carga (en el caso de soportes elasticos que aparecen en
algunos problemas de la mecénica de los sélidos).

1.3.11.- Solucion del sistema de ecuaciones resultante

Independientemente de la naturaleza del problema, el paso final en la solucion de un
problema mediante el mef, lo constituye la resolucion del sistema de ecuaciones simultaneas
resultante. Debido a la naturaleza deterministica del mef, los procedimientos de solucion de
dichos sistemas se pueden clasificar en dos grupos: (a) los métodos directos, tales como los
métodos de Gauss y de factorizacion de Cholesky, los cuales son los mas utilizados para sistemas
de ecuaciones pequefios o moderados y (b) los métodos iterativos, tales como los métodos de
Gauss-Seidel y el de Jacobi, los cuales a su vez, son mas apropiados para sistemas de grandes
ordenes. En estos métodos, el tiempo de solucion es considerablemente menor que en los
métodos directos. Sin embargo, no son adecuados en problemas con multiples sistemas de cargas,
como los que frecuentemente se encuentran en la mecanica de los solidos. Cuando el sistema de
ecuaciones es no-lineal, los procedimientos de solucion mas utilizados son el método de Picard,



el método de Newton-Raphson y variaciones del método de Newton (Broyden, quasi-Newton,
etc.).

1.3.12.- Interpretacion de los resultados

Con la resolucion del sistema de ecuaciones se obtienen los valores aproximados de la(s)
variable(s) en los puntos discretos (nodos) del dominio. Generalmente, estos valores son
interpretados y usados en el calculo de otras cantidades fisicas, tales como los esfuerzos,
deformaciones, el flujo de calor, etc., en todo el dominio, o en ciertas partes del mismo. Estos
calculos posteriores se conocen con el nombre de pos-procesamiento.

La comparacion de los resultados obtenidos con la evidencia experimental u otros
resultados numéricos es, tal vez, una de las tareas mas importantes del mef, ya que debe darse
respuesta a las siguientes preguntas: Cuan buenos son los resultados?. Qué hacer con ellos?. La
respuesta a la primera requiere de la estimacion del error y la segunda involucra la naturaleza
fisica del problema. Las respuestas a estas preguntas permitiran decidir si el analisis ha llegado a
su fin, o si por el contrario, se requiere la repeticion de algunos de los pasos descritos. En algunos
casos, el nuevo analisis comienza en el mismo paso 1 (i.e., redefinicion del problema con nuevos
parametros fisicos, nueva discretizacion con diferentes tipos y formas de elementos, etc.). Sin
embargo, en la practica, para la mayoria de los problemas, se obtienen resultados confiables
comparando diferentes analisis (basados en diferentes discretizaciones), del mismo problema. Los
procesos adaptativos y la generacion automatica de mallas permiten, automaticamente,
incrementar la exactitud de un problema dado, una vez estimado el error del analisis inicial.

Estos doce puntos completan los pasos necesarios para el analisis de un sistema mediante
el mef. Estos conceptos bésicos seran ahora introducidos a través del siguiente ejemplo.

1.4.-Ejemplo 1.1. Determinacion del valor de =

Considérese el problema de determinar el valor de nt. Para tal fin se limitar4 un circulo de
radio R, mediante un poligono inscrito (o circunscrito), de n lados, de tal modo que los lados del
poligono aproximen la circunferencia del circulo, tal como se muestra en la Fig.el.1.

o (oo

Fig.el.1 Discretizacion del dominio. (a) Poligono inscrito.
(b) Poligono circunscrito.



Supongase que se puede determinar la longitud de cada uno de los lados del poligono. El
perimetro aproximado de la circunferencia serd, entonces, la suma de los lados del poligono
usado en su representacion, a partir de lo cual se puede estimar el valor de n. A pesar de lo trivial
del ejemplo, su analisis permitira ilustrar varias (aunque no todas) ideas del mef y los pasos en ¢l
involucrados.

a.- Discretizacion del dominio

Como ya se menciond, en primer lugar se representa la regién continua (i.e., la
circunferencia), por un conjunto finito de n sub-regiones (elementos finitos), que en este caso son
los segmentios de recta que representan cada lado del poligono. El conjunto de elementos se
denomina malla de elementos finitos o simplemente malla. En este ejemplo se utilizo una malla
de seis (n = 6) segmentos de recta y se analizaron dos discretizaciones diferentes, tal como se
muestra en la Fig.el.l. Puesto que todos los elementos tienen el mismo tamafo (no
necesariamente siempre es asi), la malla se dice uniforme.

b.- Ecuaciones de los elementos

A continuacién se aisla un elemento tipico (p.e., el lado Q, o Q,), y se calculan sus
propiedades (en este caso, su longitud). Es aqui cuando se usa, a nivel de cada elemento genérico
Q. , la ecuacion que gobierna el problema para determinar la propiedad requerida (en este caso,
la longitud del elemento).

Sea, entonces |, la longitud del elemento ), en la malla 1 y sea [, la longitud del

elemento Q,_, en la malla 2. Luego, se tendré:

|, =2Rsen ™ l,=2Rtg"
n n

c.- Ensamblaje de las ecuaciones de los elementos finitos del problema

El perimetro aproximado P de la circunferencia, se obtiene ensamblando, “sumando”, la
contribucion de cada uno de los elementos que componen la malla. En este caso, el ensamblaje
esta basado en que la suma de la longitud de cada elemento, es igual a la longitud total del
ensamblaje; es decir:

n n

P1=Ze P2=Zre

e=1 e=1

Puesto que en este caso la malla es uniforme, I, o I, es igual para cada uno de los

e

elementos de la malla y por lo tanto se tiene:

(n) (n)
P1:2nRsenE PZ:ZnRth
n n
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Se debe notar que en un caso general, el ensamblaje de los elementos esta basado en la
idea que la solucion es continua en los contornos inter-elementos. En el ejemplo anterior, las
condiciones de continuidad no se presentan ya que las ecuaciones usadas son algebraicas.
Adicionalmente, el ensamblaje de los elementos esta sujeto a condiciones de contorno y/o
iniciales. Las ecuaciones discretas asociadas con la malla de elementos finitos, se resuelven so6lo
después de introducir dichas condiciones. En este caso, por la misma razén anterior, tampoco se
presentan dichas condiciones.

d.- Convergencia de la solucion

La convergencia de la solucion de un problema via el mef, depende de la ecuacion
diferencial a resolver y del elemento usado. La palabra convergencia se refiere a la exactitud

(diferencia entre la solucion exacta y la solucion mef), cuando se incrementa el numero de
(n)
elementos. En este caso, es facil mostrar que en el limite, cuando n — o, 217R_> 7y, del mismo

p(n)
modo, ZZ—R—HI. En efecto, sea Xx=1/n, luego:
(n)

P T . senmx
lim—=Ilimnsen| = |==xlim =
n—ow 2R n—o n x>0 X

T

De igual modo, sea y =1/n, luego:

(n)

. P ] ]
lim —2 = lim n(ﬁj:nllmtg—ny:n
n-x 2R n—»o0 n y—0 Ty

La Fig.el.2 muestra la convergencia de la solucion de ambas discretizaciones a medida
que N — 0.

4,100
3,900 -
3,700 -
3,500 -

—— Malla 1
3,300 - —— Malla2

3,100 - Sol. Bacta—®
2,900 - f’
2,700 -

2,500 .
0

L J
L J
®

150 200
NuUmero de k%)os del poligono.

Fig.el.2 Convergencia de la solucion del valor de Tt.
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Finalmente, se debe notar que de las tres posibles fuentes de error presentes en la solucion
de un problema mediante el mef: (1) errores debido a la aproximacion del dominio; (2) errores
debido a la aproximacion de la solucion; (3) errores debido al calculo numérico (p.e, errores
debido a la integracion numérica, redondeo, etc.), en este ejemplo, inicamente esta presente el
primer tipo de error. La estimacion de estos errores, en general, no es una tarea facil.

1.5.- Implementacion computacional del método de los elementos finitos

La implementaciéon computacional de los pasos descritos en la seccion anterior se realiza,
en forma general, a través de tres unidades basicas: el pre-procesador, el procesador, y el pos-
procesador. Las funciones principales de estas unidades son, respectivamente, (1) entrada y/o
generacion de los parametros del problema, (2) ensamblaje y resolucion del sistema de ecuaciones
y (3) impresion y graficacion de la solucion. El éxito de cualquier programa computacional de
elementos finitos, depende de la eficiencia de cada una de las tres unidades mencionadas. En la
Fig.1.5 se resume las operaciones que se realizan en dichas unidades.

ANALISIS ¥ DE—

- o DEFINICION DEL|
@ PROBLEMA [ ISIONES ~ DE |—==—EIND

DISERIO
)

PREPROCESADOR — PROCESADOR - POSPROCESADOR
1. Lectura de los para— 1. Generacion de las fun— 1. Impresién y/o gra—
metros de control. ciones de forma de los ficacion de las va—
2. Lectura o generaciion elementos. riables de estado
de las cordenadas 2. Calculo de la ecuacion (variables primarias).
nodales. que gobierna el proble— 2. Calculo "de las va—
3. Lectura o generacion ma a nivel de cada e— riables secundarias.
de los datos referen— lemento (sistema local 3. Impresion y/o gra—
tes a los elementos. de referencia). ficacion de las  va-—
4. Lectura de las pro— 5. Calculo de las matrices riables secundarias.
piedades fisicas de de transformacion. 4. Evaluacién e impre—
los elementos. 4. Transformacién de las sién de errores.
5. Lectura de las condi— ecuaciones locales al
ciones de contorno. sistema global de refe—
rencia.
5. Ensamblaje de las e—
cuaciones globales.
6. Introduccion de las con—
diciones de contorno.
7. Solucion del sistema de
ecuaciones resultante.

Fig.1.5 Esquema general de la implementacion computacional del método de los elementos finitos.
1.6.- Métodos y formulaciones de las ecuaciones de los elementos finitos

Como ya se ha mencionado, el mef consiste en el reemplazo de un conjunto de ecuaciones
diferenciales, por un conjunto equivalente, pero aproximado, de ecuaciones algebraicas, donde
cada una de las variables es evaluada en los puntos nodales. En la evaluacion de estas ecuaciones
algebraicas pueden usarse diferentes tipos de aproximaciones, y los métodos de elementos finitos
se clasifican, usualmente, de acuerdo al método usado. Desafortunadamente, no existe un método
en particular que sea apropiado para todos los tipos de problemas encontrados en la practica, de
tal modo que deben examinarse diferentes métodos para poder seleccionar el mas conveniente
para un problema dado.
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En este texto se analizaran tres métodos: el directo, el variacional y los residuales. Existen
otros, menos comunes, pero escapan al objetivo primario de dicho texto.

1.6.1.- El método directo

El mef se desarrolld, al inicio de la década de los afos cincuenta, a partir del llamado
método directo asociado al calculo estructural, el cual fue ampliamente usado en la solucion de
diversos problemas estructurales relacionados con la industria aeronautica. Mediante este método
se analizaron elementos estructurales reticulares. Las relaciones entre los desplazamientos y las
fuerzas que los originan, se expresaron mediante un conjunto de ecuaciones, dando origen a lo
que se dio en llamar matriz de rigidez de cada elemento estructural, y se desarrollaron técnicas
para realizar el ensamblaje de estas matrices en una matriz global, que expresara el
comportamiento de toda la estructura en estudio. Practicamente, todos los pardmetros empleados
en esta aproximacion pueden interpretarse mediante principios fisicos. Desafortunadamente, este
método es dificil de aplicar en problemas bidimensionales y tridimensionales, los cuales son,
precisamente, los casos donde el mef es mas util. Esta limitacion es por lo tanto muy severa y
reduce, drasticamente, su rango de aplicacion.

1.6.2.- El método variacional

El método variacional estd relacionado con un ente matemdtico llamado funcional. El
funcional asociado a un problema dado, puede obtenerse bien sea a partir de alguna expresion de
energia (usualmente este es el caso en los problemas de la mecanica de los solidos), o desde un
problema de valor de contorno. Una vez obtenido el funcional asociado a un problema dado, el
método variacional consiste en minimizar el valor del funcional con respecto a cada uno de los
valores nodales de la(s) variable(s) del problema.

Entre las ventajas de este método se incluye la familiaridad de las técnicas de energia (en
problemas de la mecanica de los so6lidos), y su facil extension a problemas bidimensionales y
tridimensionales. Entre las desventajas, se incluye la inexistencia del funcional para cierta clase
de problemas (p.e., los relacionados con el flujo de fluidos viscoelasticos), y la dificultad de
determinarlo, aun cuando exista, para otros problemas. La inexistencia del funcional para algunos
problemas, obliga a que se deba recurrir a otros métodos.

1.6.3.- El método de los residuos pesados

El método de los residuos pesados es el mas general de las tres técnicas. Este método esta
asociado al problema de valor de contorno de un problema dado, y consiste en re-escribir la
ecuacion diferencial que gobierna el problema, de tal modo que el lado derecho del signo de
igualdad sea igual a cero. De este modo, cuando se substituye la solucioén exacta en esta ecuacion,
el resultado serd, logicamente, igual a cero. Pero debido a que en general la solucion exacta no se
conoce, se debe emplear alguna solucion aproximada. La sustitucion de esta solucion aproximada
en la ecuacion diferencial, conduce a un error residual r, distinto de cero. Este error r es entonces
multiplicado por una funcién de peso W y el producto es integrado sobre toda la region del
dominio. El resultado es el error residual R, el cual debe hacerse igual a cero. Luego, para cada
valor nodal, existe una funcidon peso W y un residuo R, ambos desconocidos, lo cual permite
formular un conjunto de ecuaciones algebraicas globales. La seleccién de las funciones peso W
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da origen a diferentes criterios de residuos pesados (Galerkin, minimos cuadrados, colocacion,
subdominio). El mas ampliamente usado es el método de Galerkin.

A pesar que el método de los residuos pesados es una aproximacion netamente
matematica, y que muy pocas veces se le puede asociar algin significado fisico a los pardmetros
involucrados en la solucion de un problema dado, presenta la ventaja que puede aplicarse a
cualquier problema del cual se conozca su respectivo problema de valor de contorno y que, una
vez que se entiende la técnica, los detalles matematicos son relativamente faciles de realizar. En
particular, en el area de la mecanica de los fluidos, este método es usado en casi la totalidad de
los problemas, ya que las ecuaciones de Navier-Stokes y algunas relaciones constitutivas, tales
como las asociadas a los fluidos viscoelasticos, no admiten funcionales.

1.7.- Modelos de elementos finitos en la mecanica de los solidos

En la solucion de los problemas asociados a la mecanica de los solidos se pueden emplear
diferentes modelos de elementos finitos, los cuales dependen del principio variacional utilizado y
del tipo de comportamiento localizado de las variables sobre cada elemento. Los tres principios
variacionales mas frecuentemente utilizados son: el principio de minima energia potencial, el
principio de minima energia complementaria y el principio de Reissner. La(s) variable(s)
involucrada(s) en un problema dado dictaminan el principio variacional a usarse.

Cuando se utiliza el principio de minima energia potencial, se debe asumir la forma de los
desplazamientos en el interior de cada elemento. Por este motivo, este modelo recibe el nombre
de modelo de elementos finitos de desplazamientos, o modelo compatible.

Cuando se usa el principio de minima energia complementaria, se supone la forma del
campo de esfuerzos y por este motivo a este modelo se le conoce con el nombre de modelo de
elementos finitos de las fuerzas, o modelo de equilibrio.

El principio de Reissner permite el desarrollo de los llamados modelo de elementos finitos
hibridos y del modelo mixto. En estos modelos se adoptan simultaneamente, los campos de
desplazamientos y de esfuerzos.

Para un problema en particular, un principio puede ser mds apropiado que otro pero,
debido a su facil implementacion, el modelo compatible es el mas ampliamente usado, motivo
por el cual constituye la base de la mayoria de los programas computacionales comerciales en el
area de la ingenieria. En este texto, unicamente se abordardn los aspectos teoricos y
computacionales de este modelo. Sin embargo, es importante resaltar que muchos de los
conceptos que seran presentados, y en particular las técnicas computacionales utilizadas en la
implementacion del mismo son, en muchos casos, directamente aplicables a los otros modelos
descritos. En la Tabla 1.2 se resumen los modelos de elementos finitos descritos.

1.8.- Modelos de elementos finitos en la mecanica de los fluidos

En la mayoria de los problemas relacionados con la mecanica de los fluidos, es muy dificil
o imposible formular la solucién de los mismos a través de algun principio variacional, ya que
como se dijo anteriormente, las ecuaciones de Navier-Stokes y algunas relaciones constitutivas,
no admiten funcionales. Asi que, en esta area, el método de los residuos pesados es el mas
ampliamente usados. En particular, en la solucion de los problemas de fluidos viscosos y
viscoelasticos, los dos modelos de elementos finitos mas usados son: el modelo U-V-P y el
modelo Penalty.
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En el modelo U-V-P, se resuelven simultdneamente, las ecuaciones de continuidad y de
cantidad de movimiento. Las incdgnitas primarias presentes son las componentes de la velocidad
y la presion. La principal ventaja de este modelo radica en que la presion, debido a que es una
incognita primaria, se obtiene directamente de la solucion del sistema de ecuaciones algebraico
resultante de la discretizacion. Sin embargo, debido a que la presion y las componentes de la
velocidad requieren diferentes grados de aproximacion, el algoritmo del montaje de la matriz
global del sistema de ecuaciones se hace muy complicado. Adicionalmente, debido a la presencia
de ceros en la diagonal principal de la matriz global del sistema, dicho sistema no es positivo
definido, por lo que el método de solucion del sistema de ecuaciones algebraico resultante, debe
incluir la técnica de pivoteo. Un forma de contornar estas dificultades es a través del modelo
Penalty.

Tablal.2 Modelos de elementos finitos usados en la mecanica de los so6lidos.

Modelo Principio Variable supuesta | Variable supuesta Incognitas en las
variacional en el interior de en los contornos ecuaciones finales
cada elemento inter—elementos
compatible minima energia| desplazamientos compatibilidad de desplazamientos
potencial continuos desplazamientos nodales
equilibrio minima energia esfuerzos equilibrio de las esfuerzos nodales
complementaria continuos en tracciones
equilibrio
hibrido | energia esfuerzos compatibilidad de desplazamientos
complementaria continuos en desplazamientos nodales
modificada equilibrio
hibrido |l energia desplazamientos equilibrio de las desplazamientos y
complementario continuos tracciones fuerzas nodales
modificada
hibrido Il energia poten— | desplazamientos desplazamientos vy desplazamientos
cial modificada continuos fuerzas nodales
mixto principio de desplazamientos diferentes combina—| diferentes combina—
Reissner y esfuerzos ciones de despla— | ciones de despla—
continuos zamientos y fuerzas| zamientos vy fuerzas
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I.- FORMULACION DEL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS VIA EL
METODO DIRECTO

2.1.- Introduccion

El método directo puede verse como una extension del método de rigidez, ampliamente
usado en el analisis estructural, motivo por el cual es conveniente iniciar el estudio de los
conceptos esenciales de esta formulacion, considerando ejemplos sencillos de dicho analisis. Este
enfoque tiene la ventaja de poder presentar los aspectos fundamentales del mef sin mucha
manipulacion matematica, con lo cual se puede lograr un “sentimiento intuitivo” de dicho
método, antes de abordar topicos mas avanzados del mismo. Asi, en la formulacion de estos
primeros ejemplos, apenas se hara uso de algunos razonamientos fisicos mediante los cuales se
estableceran las ecuaciones de los elementos (previamente seleccionados), en términos de las
variables asociadas al problema. Luego, combinando estas ecuaciones, se formaran las ecuaciones
globales que habran de expresar el comportamiento de todo el sistema. Debido a esto, este
método también recibe el nombre de “aproximacion directa” del mef.

A pesar que el método directo permite una interpretacion clara y facil del mef , su utilidad
estd severamente limitada ya que es dificil o imposible de aplicar cuando se utilizan elementos
complejos y/o se analizan problemas complicados. En estos casos se debe considerar los
fundamentos matematicos del mef.

2.2.- Resorte elastico-lineal

Uno de los elementos mas simples que puede examinarse desde el punto de vista del mef,
es el sistema formado por resortes lineales. En la Fig.2.1 se muestra un resorte elastico-lineal,
el cual obedece la ley de Hooke; es decir, si una fuerza f esta aplicada en el extremo libre del
resorte y produce un desplazamiento &, entonces existird una relacion fuerza-desplazamiento, la
cual es lineal y esta dada por:

f=1xd 2.1)

P

-

7

Fig.2.1 Un resorte lineal con un extremo fijo y una fuerza aplicada en su extremo libre.

f
\
= o)

En esta ecuacion, k es la rigidez del resorte. El resorte de la Fig.2.1 esta fijo en un extremo
y solo puede tener el desplazamiento indicado en dicha figura.

Considérese ahora un resorte elastico-lineal, de extremos iy J, el cual forma parte de un
sistema de resortes (en equilibrio), tal como se muestra en la Fig.2.2. En este caso, debido a la
accion de los resortes adyacentes, actuaran las fuerzas f,y f, en los extremos del resorte, siendo

d, y 8, los correspondientes desplazamientos. Los extremos iy j del resorte son los nodos del
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“clemento resorte”, y los desplazamientos de cada nodo se denominan, en general, grados de
libertad.

Fig.2.2 Un resorte lineal tipico en un sistema de resortes.
Del equilibrio de fuerzas sobre el resorte, se tiene:

f,+f,=0 (2.2)
es decir,
f,=-f, (2.3)

Puesto que el nodo i se desplazo una distancia 8, y el nodo j se desplazo una distancia d,,
la elongacion total del resorte es 8, —9,, y por lo tanto este resorte se comporta exactamente
igual al resorte de la Fig.2.1, con una fuerza f, y un desplazamiento &, —9,. Luego,

f, =x(5,-5,) 2.4)
de modo que:
f, = K(ES1 — 82) (2.5)

En notacion matricial, estas ecuaciones pueden escribirse del siguiente modo:
f K —Kk|[d
Pl ! (2.6)
f, -k K9,

{f} =[«] {8} 2.7

o, en forma compacta:

Los indices i y j de los elementos de la matriz de rigidez [«], K;;, denotan la localizacion
de cada coeficiente de rigidez en la i-ésima fila y la j-ésima columna de dicha matriz. Esta matriz
(cuadrada), es conocida con el nombre de matriz de rigidez del elemento (en este caso, el resorte),
el vector {8} es el vector de desplazamientos nodales y el vector {f} es el vector de fuerzas
nodales del elemento.

A pesar que la ec.(2.6) se dedujo para uno de los elementos mas simples que se puede
pensar, ésta posee, sin embargo, muchas de las propiedades que aparecen en los elementos mas
complejos. Su forma permanece inalterable independientemente del tipo del problema, la
complejidad del elemento o la forma en la cual se deducen las propiedades de los elementos.
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En este ejemplo, la ley de Hooke permitid6 determinar los valores exactos de los
coeficientes de rigidez de la matriz de rigidez [k], pero en situaciones mas complejas, los
coeficientes de rigidez solo podran determinarse en forma aproximada. Independientemente de
como se determinen estos coeficientes (en forma exacta o aproximada), su interpretacion es la
misma: un coeficiente tipico x;, se define como la fuerza requerida en el nodo i para producir un
desplazamiento unitario en el nodo j, suponiendo que todos los demas desplazamientos son
iguales a cero. Esta definicion es consistente ya que en cada nodo sdlo existe una fuerza y un

desplazamiento.
2.3.- Elementos simples de la mecanica estructural

La idea de modelar una estructura como una serie de elementos comenzo como una
extension de los métodos tradicionales usados en el analisis de estructuras reticulares tales como
armaduras, porticos, etc. Estas estructuras estan formadas por barras interconectadas unicamente
en los nodos, a través de los cuales se transmiten las fuerzas. De modo que es natural ver estas
estructuras como un ensamblado de componentes (elementos) individuales. Las relaciones fuerza-
desplazamiento de cada uno de estos elementos, se determinan del mismo modo que en el
ejemplo anterior.

2.3.1.- Elemento unidimensional sometido a carga axial

Como una aplicacion inmediata del resorte elastico-lineal discutido anteriormente, surge
el elemento estructural de eje recto, el cual estd sometido inicamente a carga axial. El analisis de
este tipo de elemento, proporciona un buen punto de partida para mostrar como el método directo
es usado en la determinacion de la matriz de rigidez de un elemento estructural.

Considérese el elemento axial, en su sistema local de referencia (x,,), mostrado en la

Fig.2.3. En cada nodo so6lo actuan una fuerza y un desplazamiento, con lo cual se tiene un nico
grado de libertad por nodo.

ER Axs B Fa 5 Uz

e — = —=Xm

1 2
A T
| |
| |
~—— L
| |

Ay : area de la seccion transversal.

F - modulo de elasticidad

Fig.2.3 Elemento unidimensional uniforme sometido a carga axial.

En total, el elemento tendrd dos grados de libertad, por lo que se necesitan dos ecuaciones
para describir las caracteristicas de fuerza-deformacion. En notacion matricial, estas ecuaciones

[1c] {8} = {f}

0, igual que antes:

19



donde: [«]es la matriz de rigidez, {6} es el vector de desplazamientos nodales y {f} es el vector
de fuerzas nodales.
De la propia definicion de los coeficientes de rigidez k;; y recordando, de la teoria basica

de la mecanica de los solidos, que el desplazamiento del extremo libre de un elemento uniforme,
sometido a carga axial viene dado por u =Y, g, se tiene que los coeficientes de rigidez para este

elemento vienen dados por: k;, =,, =5 y x,, =k, =—"F tal como se puede apreciar en
la Fig.2.4.

o) (D}

Fig.2.4 Coeficientes de rigidez de un elemento unidimensional sometido a carga

axial. (a) Coeficientes k,; yk,;; (b) Coeficientes k;, y k 5,.

De modo que para este elemento, el sistema de la ec.(2.8) viene dado por:

AE[ 1 -1]fu f
X L J tr=qt (2.9)
L [-1 1]lu, f,

Como puede notarse, este sistema es similar al sistema dado por la ec. (2.6), en el cual
A E . . .
=%, ya que, en esencia, representan el mismo tipo de elemento.

2.3.2.- Elemento de armadura plana

En la Fig.2.5a se muestra un elemento tipico (k) de una armadura plana. Se supone que
dicho elemento estd situado en el plano Xy, en donde X y Yy son los ejes de referencia de la
estructura. Este elemento posee dos grados de libertad por nodo (en vez de uno como en los
ejemplos anteriores), de tal modo que, en total, el elemento posee cuatro grados de libertad, por lo
que se necesitan cuatro ecuaciones para describir las caracteristicas de fuerza-desplazamiento de
este elemento.

La matriz de rigidez para el elemento genérico (K), asociada al sistema local de referencia
(Fig.2.5¢), puede obtenerse, facilmente, a partir del ejemplo anterior (Fig.2.4). Utilizando el
sistema de numeracion mostrado en la Fig.2.5.c, se hace evidente que:

1 0 -1 0}y, f,
0 0 0|lu f

AE 2l=y? (2.10)
L|-10 1 Ollu| |f,
0 0 0lu f
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Fig.2.5 Armadura plana y sistemas de referencia. (a) Armadura referida al sistema global X-Y.
(b) Componentes de las fuerzas y de los desplazamientos orientados con relacion al
sistema global X-Y; (c) Componentes de las fuerzas y de los desplazamientos orientados

con relacion al sistema local de referencia X | yY .

T T .
donde {ul u, U, u4} y {fl f, f, f4} representan, respectivamente, los vectores de
desplazamientos y fuerzas nodales de este elemento asociados al sistema local de referencia.

2.3.3.- Elemento de viga de eje recto
Considérese el elemento (k) de viga de eje recto, uniforme y homogéneo, mostrado en la

Fig.2.6a. En la Fig.2.6b se puede apreciar dicho elemento en el sistema local de referencia
Xy Ym» Zp, - En este tipo de elemento también existen dos grados de libertad por nodo, los cuales

estan indicados por los vectores numerados del 1 al 4, en la Fig.2.6b.

A

!
N N
=, & a s

\ L |
| | Zm (k>

()

Fig.2.6 Elemento de viga uniforme de eje recto. (a) Sistema global de referencia.
(b) Sistema local de referencia.

De nuevo, haciendo uso de la definicion de «;; y de la teoria basica de la mecénica de los

solidos, se procedera a determinar los coeficientes de rigidez de este elemento con relacion al
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sistema local de referencia. En la Fig.2.7 se muestran los coeficientes a determinar de acuerdo

con la numeracion adoptada en la Fig.2.6b.

Lkzsl
/ Xm
ka1
Ca)
TYm R33
ki3 di
7 K43 | ‘ X
e Xn
%

Zm/ = ()

1.0 L

N

s

42

(o

X
X

K3p
T Kay
LRM 1.0

K Kag
I . o

Fig.2.7 Coeficientes de rigidez asociados al elemento de viga uniforme de eje recto.

m

m

Debido a la indeterminacion estdtica presente en este problema, se considerardn como
redundantes, la fuerza y el momento en un extremo del elemento El célculo de los coeficientes
ic;; s hard aplicando el principio de superposicion y con la ayuda de la Tabla2.1.

Tabla 2.1 Deflexiones y pendientes de una viga de eje recto en voladizo.

Tipo de carga $+Y /S+O
Y r
| X i Vmax =—2E | o=-EF
} L N0 en x=L en x=L
I
0 2
Y T Jon || o
X ‘\ en x=| en x=~L
L \
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Asi, para el caso de la Fig.2.7a, la solucion es:

\?
OT
3
E i
R11 ’
K, L
' 3EI
8- K, L2
: 2El
Las condiciones de contorno son:
0,=0,+0 =0
yi =V, +y, =10
Luego:
L2 L
Delaec.(a) —Kzll? % =0
k. B ok, L?
De la ec.(b): 2 _10
¢laec.(b) 3El  2Fl
De las ecs.(c) y (d) se obtiene:
6EIl
2=

Siguiendo un procedimiento andlogo, en el
coeficientes de rigidez:

_ 6EI

K = —_——
12 2
L

De igual modo, para el caso de la Fig.2.7c, se obtienen:

SONOOHN

— Ky, L2
Yi=~ 0
5 Ky L
4= El
(a)
(b)
2
=Ky = IIiZl (©)
21{21( L J i, L
— =10 d
L \3El 2El (d)
12El
Ky = E

caso de la Fig.2.7b se determinan los
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Y, finalmente, para el caso de la Fig.2.7d, se pueden determinar los siguientes coeficientes de
rigidez:

Los restantes coeficientes de rigidez se determinan mediante los requisitos de equilibrio
estatico: 2F, =0y XM, =0. Asi, la matriz de rigidez del elemento de viga de eje recto esta

dada por:

[ 12EI 6EI 12El 6EI |
E EE L2
6ElI  4EI 6EI 2El
L2 L N L

(), = 12EI  6El  12EI 6El (2.11)

I K
6EI 2E| 6EI AEI

L L2 L L2 L

Siguiendo un procedimiento similar se puede deducir las matrices de rigidez de otros
elementos reticulares, tales como, armaduras espaciales, parrillas, porticos planos, etc.

2.4.- Formulacion general del método directo

La deduccion de las matrices de rigidez de cada uno de los elementos presentados en la
seccion anterior involucro, Unicamente, el concepto de coeficiente de rigidez y la utilizacion de
algunas relaciones basicas de la mecanica de los so6lidos. A continuacidon se presentard la
deduccion de las matrices de dichos elementos a través de un procedimiento mas general, el cual
puede aplicarse, con las mismas limitaciones implicitas en el método directo, a problemas de
distinta naturaleza. Mediante este procedimiento, la formulacion de la matriz de rigidez de un
elemento se realiza a través de los siguientes pasos:

a.- Se asume el campo de los desplazamientos en el interior de un elemento, en términos de los
desplazamientos definidos en los nodos del mismo.

b.- Se introducen las ecuaciones cinematicas, con las cuales se determina el estado de
deformacion del elemento, correspondiente al campo de desplazamientos asumido.

c.- Se introduce la influencia de las propiedades del material del elemento mediante las
ecuaciones constitutivas (relaciones esfuerzo-deformacion).

d.- Se determina el conjunto de fuerzas nodales del elemento.

2.4.1.-Elemento unidimensional sometido a carga axial

Sea el elemento unidimensional sometido a carga axial que se muestra en la Fig.2.8. Igual
que antes, se asume que dicho elemento es uniforme y homogéneo. El campo de los

24



desplazamientos de este elemento, esta definido por el desplazamiento axial en los nodos 1 y 2.
Luego, para describir la variacion unidireccional del desplazamiento, la seleccion logica para el
campo de desplazamientos, es un polinomio lineal en X; es decir:

frjup 1 2 fiup
@

-

Fig.2.8 Elemento unidimensional uniforme sometido a carga axial.

a,

u=a, +a,x=[1 x]{al} (2.12)

Nota: En el caso que el desplazamiento de un punto tenga tres componentes (p.e., U, vy w),
entonces se seleccionara una expansion polinomial independiente para cada direccion; es decir:

U=a, +a,Xx
vV=a,+a,y
W =, +a,Z

0, en forma matricial:

Para completar el primer paso se debe evaluar la ec.(2.12) en los nodos del elemento (en
X=0 yen X=L),lo cual conduce a:

Ll e

invirtiendo la matriz de este sistema, se obtiene:

a| 1 L Ofy 514
a,| L|-1 1 [u, @.19)

sustituyendo la ec.(2.14) en la ec.(2.12) se obtiene:

U=K1—%j ﬂ{i}:[m Nz]{i} (2.15)
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X X .
donde: Nl:(l—tj y N2=E son las llamadas funciones de forma del campo de

desplazamientos. Estas funciones definen el comportamiento del desplazamiento u en términos de
los valores unitarios de los desplazamientos nodales, tal como se muestra en la Fig.2.9.

El segundo paso involucra la introduccion de las ecuaciones cinematicas (relaciones
desplazamiento-deformacion). En este caso, la inica componente de la deformacion distinta de
cero es &, =U, (u, =du/dx). Este paso puede hacerse de dos formas: en la primera, se

diferencia la ec.(2.12); es decir:

| |

1.0 1.0
N, N }
|
|
[ Xm [ Xm

1 e 1 e

Fig.2.9 Funciones de forma asociadas al elemento unidimensional lineal.

u, =[0 1]{:1} (2.16)

Luego, introduciendo la ec.(2.14) en la ec.(2.16), se obtiene:

R TIS EE S

La otra forma de llegar a este resultado es diferenciar directamente la ec.(2.15); es decir:

1 11U,
€, = u,x = |:—E E}{uz} (218)

En la etapa nimero tres se introducen las relaciones constitutivas. En este caso, dichas
relaciones se reducen a una Uinica expresion:

N (2.19)

1 1y,
o, = l:—t Ejl{uz} (220)

Como tltimo paso se debe determinar el conjunto de fuerzas nodales {f}={f, f,} .En

luego:

este caso, dicho conjunto se obtiene multiplicando el esfuerzo o, por el area de la seccion
transversal A, del elemento. Luego:
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HESH
£[=A 1]o (2.21)

Nota: el requisito de equilibrio (X F, =0) exige que f, actie en sentido opuesto al sentido
positivo de o, .
Introduciendo la ec.(2.20) en la ec.(2.21) se obtiene, finalmente:

R S P e
£, "1l L LuZ_LL—l 1] u, (2.22)

Por supuesto que los sistemas de ecuaciones (2.22) y (2.9) son idénticos. Como ya se
menciono, el resorte elastico-lineal es, en esencia, idéntico al elemento unidimensional, uniforme
y homogéneo sometido a carga axial.

La deduccion de la matriz de rigidez del elemento de armadura plana, como ya se vio, es
similar a la del elemento uniforme axial aqui presentado, motivo por el cual se pasara al proximo
elemento.

2.4.2.- Elemento de viga de eje recto

Considérese el elemento de viga de eje recto, uniforme y homogéneo que se muestra en la
Fig.2.10. La determinacion de la matriz de rigidez de este elemento sigue los mismos pasos del
ejemplo anterior, pero ahora se deberan definir, no solo los desplazamientos transversales en los
extremos del elemento (v, y V, ), si no también, las rotaciones (0, y 0, ) en los mismos puntos.

Y'm
1 7
Xm
/{d%/dX //é.dva/dX

e

Fig.2.10 Elemento de viga de eje recto.
Como en el ejemplo anterior, se comenzard por definir el polinomio que describe el

campo de desplazamientos de este elemento. Debido a que existen cuatro desplazamientos
nodales, se debera asumir el polinomio cubico completo.
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al
2 3 2 3 aZ

V=a, +a,X+a,X" +a,X :[1 X X x] (2.23)
a3

a,

. T
La evaluacion de v = {Vl 0 Vv, 62} en los nodos del elemento, conduce a:

A 1 0 0 0 |(aq
0, 0 1 0 0 |(a,
= ) s (2.24)
v, 1 L L L |a,
0, |0 1 2L 3U°|a
invirtiendo la matriz del sistema anterior, se obtiene:
a,] [ L 0 0 0]y,
a 0 L 0 0|6
2l ' (2.25)
a;| |-3L -2 3L -L*||Vs
a) | 2 L -2 L|b
sustituyendo la ec.(2.25) en la ec.(2.23), se llega a:
(v, ]
! fa |
V=15 [N, N, N, N, v (2.26)
2
Y
donde:
x ) x\’ X\
N1=1—3(} +2(j N, =X(1—j (2.27a)
L L L

N, = 3(’32 - 2(33 N, = (x - L)(’Ijz (2.27b)

son las funciones de forma para este elemento, las cuales se muestran en la Fig.2.11. Estas
representan la variacion de v a lo largo de la longitud del elemento, debido a valores unitarios de
los cuatro desplazamientos nodales v, 0,, v, y 0,.
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FUNCIONES DE X=0 X=L GRAFICO
FORMA
N o [odN/dX | N | dN/dX
Nl
_ S 3 1
Ny =1-3CX/L+2(X /LD 1 0 0 0 y
v
1
° q N2
No=X(1-X/L> 0 1 0 0 y
\ v
N3
_ 2 3 1
N5 =3/ 1L=2X/1L) 0 0 1 0 3 4{
N
e e R R e oy
Ny =(X=LOX /P 0 0 0 1 % ‘j
2 N,

Fig.2.11 Funciones de forma del elemento de viga de eje recto.

En este caso, las relaciones deformacion-desplazamiento se infieren directamente de la
hipdtesis fundamental de flexion: “secciones planas de la viga, normales a su eje longitudinal,
permanecen planas después que la viga se somete a flexion”, tal como se muestra en la Fig.2.12.

b2 —dh

Yoo s V P
- | — UX
-

— Y |y = X i U

[
I
ij\// L

Fig.2.12 Deformaciones debido a la flexion de una viga de eje recto.

De la teoria de flexion de vigas se sabe que:

2
m = El 37‘2’ (2.28)

donde E es el modulo de elasticidad, I es el momento de inercia de la seccion transversal (puesto
que se ha asumido un elemento uniforme y homogéneo este producto es constante), y m es el
momento interno resistente. Aunque estrictamente hablando una ecuacidon constitutiva es una
relacion esfuerzo-deformacion, la ec.(2.28) puede verse como una relacion de este tipo ya que en

definitiva, o, =f(M) y ¢, = f(dzv/dxz).

Por otro lado, se puede notar que las segundas derivadas de las funciones de forma,
[ecs.(2.27)], varian linealmente en el interior del elemento y por lo tanto la curvatura
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(V” = dzv/ dXZ) , puede definirse nicamente, con los valores de V'’ en los puntos nodales 1y 2

del elemento. Asi, de la ec.(2.26) se tiene:

Vl
vil 1|-6L -4 6L -2U%||6, (2.29)
vy T el 22 —eL 4Lt ||V, '
e2
sustituyendo esta ecuacion en la ec.(2.28), se obtiene:
Vl
m,| EIl-6L -4 6L  —2L% |0, 2.30)
m,) | 6L 22 —eL  4L% ||V, '
e2

— — T . .
donde {m1 mz} , son los momentos internos resistentes en los nodos del elemento. En este

: T .
caso, el conjunto de fuerzas nodales es {f} = {fl m, f, m2} , donde los términos f, y f,
son las fuerzas en la direccion del eje y,,, en los nodos 1 y 2, respectivamente, y m, y m,
representan los momentos con relacion al eje z, en los mismos nodos, tal como se muestra en la

Fig.2.13.

{ (=)

| |
/m/f | | /m/: Xn
zm/ %7 L 4{

Fig.2.13 Acciones sobre los nodos de un elemento de viga de eje recto.

Los momentos internos M se definen como positivos cuando producen una curvatura
positiva, tal como se muestra en la figura anterior. Luego, en los nodos del elemento se tiene,
respectivamente, M, =—m; y M, =m,. Para determinar f, y f, en términos de m;, y m, se
hace uso de las ecuaciones de equilibrio estatico; es decir:

1

-L o|m1 531
1 -1 m, (@31
0
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Sustituyendo la ec.(2.30) en la ec.(2.31), se obtiene, finalmente:

[ 12EI 6EI 12EI 6EI]
B E E e
f; 6EI 4EI 6EI 2EI |[Va
m| | 2 N L |6 2.32)
f, 12EI 6EI 12EI 6El ||v,
m,| | L L e,
6EI 2EI 6EI 4EI
L2 L N L

2.4.3.- Elemento bidimensional

Hasta el presente se han tratado elementos unidimensionales. En esta seccion se utilizara
el método directo en la deduccion de la matriz de rigidez del elemento bidimensional mas simple,
y extensamente usado en la solucién de problemas de ingenieria; el elemento triangular de tres
nodos por elemento, el cual se muestra en la Fig.2.14.

©

Fig.2.14 Elemento triangular de tres nodos por elemento.

Para este elemento, el polinomio interpolante es:

all
b=a,+a,x+ay=[1 x y]Ja2 (2.33)

el cual, evaluado en los nodos da:

d=19, en X=X y Y=Y,
d=19, cn X=X, y Y=Y,
¢ = ¢, cn X=X5 y Y=Y,
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Sustituyendo estas igualdades en la ec.(2.33), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

¢1 =a; +a,X; +a3y,;
d, =a, +a,X, +a,Y, (2.34a)
¢3 =a; +a,X; +aY;

0, en forma matricial:

¢l 1 Xl yl a1
d,r=|1 X, Y, [Ka, (2.34b)
(I)S 1 XS y3 a3

la inversion de este sistema conduce a:

Jal L i |_( 2Y3 ~ syz) (X3y1 - lea) (lez - Xzyl)—ijq)l l
b,

a, —ﬁl Y, —Ys) (ys-v,) (v,-v.) ] (2.35)
L X3—X2 (Xl_XS) (XZ_Xl) J &
donde:
1 x5 v
2A=11 X, VY, (2.36)
1 %3y,
y A es el area del triangulo.
Con la sustitucion de la ec.(2.35) en la ec.(2.33) resulta:
d): N1¢1+N2 ¢2+N3¢3 (2-37)
donde:
1 Jal =X,¥Y; = X3,
leﬁ(al-i_blx-i_cly) b1:y2_y3
‘\Cl =X;3 =X,
Jaz - X3y1 1y3
N, = 2A(a +b2x+c2y) b,=y,-Vy, (2.38)
ch =X = X3
1 Jas = XY, =X, )
stﬂ(as"'bsx"'csy) b3:y1_y2

C; =X, =X,
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La evaluacion de N, en el nodo 1 conduce a:

N Xzys - X3y2 + XY, — X1y3 + XSyl - Xzyl)

1=ﬂ(

Notese que los términos dentro del paréntesis es el valor del determinante de la ec.(2.36),
por lo tanto:

1
N, =§(2A) -1

en el nodo 1. En los nodos 2 y 3 N, vale cero:

=

N, = 2A (X2Y3 — XY, T XY, = XY X5y, — XzyZ) =0
1

Ni=2A

(Xzys —X3Y, + X3Y, = X3¥Y3 +X5Y5 — XzYa) =0

Igual consideracion puede hacerse con los nodos 2 y 3.
De acuerdo con la ec.(2.33), ¢ es funcion de un conjunto de funciones de forma que son

lineales en X y Y. Esto significa que los gradientes en dichas direcciones seran constantes.
El gradiente en la direccion X es:

& N, 0N, N,

pero:
6(; = ? 1=1,2,3
por lo tanto:
op 1
&:ﬂ(bﬂbl"'bzd)z +b3¢3) (2.40)

puesto que b,,b, y b, son constantes (son fijas una vez que se especifican las coordenadas
locales), y ¢,, ¢, y ¢, son independientes de las coordenadas espaciales, la derivada tiene un
valor constante con respecto a la direccion x. Con igual razonamiento se concluye, también, que

o

—=cte.
oy

2.4.4- Estado plano de tensiones

El elemento triangular lineal estudiado en la seccion anterior fue utilizado inicialmente en
la solucion de los problemas relacionados con la teoria lineal de la elasticidad bidimensional; es
decir en los problemas que pueden ser reducidos al estado plano de tensiones o al estado plano de
deformaciones. En esta seccion se deduciran, para ambos estados, las respectivas matrices de
rigidez de un elemento triangular lineal, en el cual se supondra homogéneo, isotrépico y de
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espesor (t) es constante. En la Fig.2.15 se muestra un elemento genérico con los vectores que
representan los desplazamientos y fuerzas nodales, asi como también el correspondiente sistema
de referencia seleccionado.

fr\y3j \/3r
{:XBJ U3

i
y v
i Xp ) Up
—
—— Yo i Vo

Fig.2.15 Elemento triangular de tres nodos y el sistema de referencia usado.

Como se observa en la figura anterior, los campos de los desplazamientos y de fuerzas
nodales vienen dados por:

T . T
{6}: {ul Vi Uy V, Ug Vs} ) {f}: {fx1 fui o fvo T fvz} (2.41)
y que el desplazamiento en el interior del elemento debe ser una funcioén de X y v, el cual podra
ser determinado a través de los seis desplazamientos nodales. Con esta restriccion, la Unica
seleccion posible para la funcion del desplazamiento es:

u=a,+a,x+azy ; V=a,+a;X+azy (2.42)

Notese que estas expresiones son polinomios lineales completos. La evaluacion de la
componente del desplazamiento u en los puntos nodales, conduce a la ec.(2.34b); es decir:

ul 1 Xl yl al
u, =[1x,Y,la, (2.43)
U ) 1 X3 Y3 (3,

invirtiendo la matriz de este sistema, se llega a:

a, 1 (Xzys_xsyz) (Xsyl_X1Y3) (lez_xzyl) u,

8 = on (Vo-vs) (Va-vi) (Vi-Y.) u, (2.44)

a3 (Xs_xz) (Xl_XS) (XZ_XI) Us

sustituyendo a;, a, y a, en la primera de las ecs.(2.42) se obtiene:
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u=N,u; + N,u, + N,u, (2.45)

donde N;,N, yN,, son las funciones de interpolacion de este elemento deducidas anteriormente;

es decir:

1 a; =X, Y3 —X3Y,
N, = ﬁ(a1 +bx+cy) {b,=y,-y,

C, =Xz —X,
1 a, =X3Y; —X;Y;
Nz = ﬂ(az + b2X+C2y) bz =Y;—Y: (2.46)
C, =X, — X,

1 a; =X, = X,¥;
N3 :ﬁ(as"'bsx"'%Y) bs =YY,
Cs =X, =X,

Siguiendo el mismo procedimiento para la componente del desplazamiento v, se llega:
v=N,v; +N,v, +N,v, (2.47)

Para de la elasticidad lineal, las relaciones desplazamiento-deformacion vienen dadas por

e = e, = yy =M (2.48)
OX oy oy OX
Sustituyendo las ecs.(2.45) y (2.47) en las ecs.(2.48), se llega a:
ul
Vl
€, N, O N,, 0 N, O J
e, p=| 0 N, 0 N, 0 N V2 =
¥xy Nl,y le N2,y NZ,X N3,y NS,X U2
3
V3
ul
Vl
b, 0 b, 0 b, O J
0 ¢c, 0 ¢c, 0 c,|s° (2.49)
%
c, b, ¢, b, ¢, ¢, °
u3
V3

donde N, representa la derivada de N; con relacion a X, etc.
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Para introducir las ecuaciones constitutivas, se supondra que el elemento estard bajo la
condicion de estado plano de tensiones. Esta condicion es la forma mas simple de
comportamiento de una estructura continua y frecuentemente aparece en la practica. Un ejemplo
tipico de esta situacion lo constituye el caso de una placa delgada cargada en su propio plano, tal
como se muestra en la Fig.2.16.

N

Fig.2.16 Placa plana en estado plano de tensiones.

Para esta condicion, 6, =0y g, = v/ E(—GX - Gy) # 0. Ademas, debido a la condicion

bidimensional del problema, y,, =v,, =0 y la ecuacién constitutiva es igual a:

« e 1 0 |le,
y = 1_ V2 v 1 0 Sy (250)
Txy 0 0 ]'__V yxy
L 2

El ultimo paso en la deduccion de la matriz de rigidez de este elemento, involucra la
determinacion del conjunto de fuerzas nodales equivalentes, que sean estaticamente equivalentes
al campo de esfuerzos (uniforme) que actia en los lados del elemento. Sin embargo, una
dificultad que comunmente aparece cuando se trabaja con el método directo es, precisamente, la
de encontrar las fuerzas nodales que sean estaticamente equivalentes, en forma exacta, al estado
de esfuerzos. Notese que existen seis incognitas (las seis fuerzas nodales), pero solo tres
ecuaciones de equilibrio estatico para determinarlas. Para contornar este problema, usualmente se
determinan las fuerzas nodales que satisfagan los requerimientos del “balance de fuerzas y de
momentos”, pero el conjunto, por supuesto, no es unico. En la Fig.2.17a se muestra la
distribucion de esfuerzos sobre el elemento, y en la Fig.2.17b se muestra el conjunto de fuerzas
“equivalentes” actuando en el punto medio de los lados del elemento, y las fuerzas nodales
correspondientes.

Una forma de determinar un conjunto “fisicamente razonable” de fuerzas nodales
equivalentes, consiste en dividir las fuerzas de los puntos medios de los lados del tridangulo en
partes iguales y sumar las contribuciones respectivas en los nodos de cada lado; es decir:
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f, —tlc yz yl xy 1)J
fr=tl-o, (6, =%+ 1, (yz Y,))
frs= th (ys y2)+Txy (X Xs)J
fyzs l (Xz X3)+Txy Ys;— yz)J
s l (Ye, yl)+ Ty (Xs _Xl)J
fy13 th - Xl)_ Ty (ys -Y: )J

V o
S L O O I I
g CoIn
Ox ™ ¢T><y TXJ ™ Ox
- ¢ ? - i
- ¢«k v ««ﬁ - l
IR T T T A
ay _
(o

Fig.2.17 Campo de esfuerzos en un elemento triangular de tres nodos. (a) Distribucion uniforme

(2.51a)
(2.51b)
2.51c)
(2.51d)
2.51e)

(2.51f)

de esfuerzos en el contorno del elemento; (b) Componentes de las fuerzas estaticamente equivalentes.

y por lo tanto:

fxl =;(f 12 +fx13)_;[0x (yz _y3)+’cxy (X3 _X2 )] = ;[Gx (b1)+’cxy (Cl)]
fyl _;(fylz +fy13) t [Gy (X3 _X2)+Txy (yz _ys)] = 1[GX (

en forma matricial las ecuaciones anteriores se escriben:

(2.52a)
(2.52b)
(2.52¢)
(2.52d)
(2.52¢)

(2.52f)
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fxl _bl 0 Cl_

fyl 0 C, bl

f tlb, 0 c O

S S Lo, (2.53)
f,| 200 ¢, b,

fa b, 0 c,|l™

f 10 ¢c; by

Finalmente, sustituyendo la ec.(2.50) en la ec.(2.53), y la ec.(2.49) en el resultado anterior
se obtiene:

fxl bl 0 Cl ul
f 0 ¢ b v
Y b, 0 c, tv o b 0 b, 0 b Of
el _ 4P 2 B 1,1 o |to ¢, 0 ¢, 0 c |47t (254
f,| 2/0 ¢, b,|1-V° 1-v|2A Vo
00 ¢, by ¢, b, ¢ b,
f b, 0 ¢, 2 U,
f,s |0 c; by Vs

Una vez efectuadas las operaciones indicadas en la ecuacion anterior se llega, finalmente, al
sistema de ecuaciones:

(2.55)

donde: {f}= {f

rigidez del elemento triangular de tres nodos para el estado plano de tensiones, la cual se muestra
en la Tabla2.2.

f f,f,f.f

NLIVE PPN P W y3}Ty {6}={u1 V, U, V, U, V3}T y [K]representa la matriz de

Tabla 2.2 Matriz de rigidez del elemento triangular de tres nodos para el caso de un material homogéneo e isotropico
bajo un estado plano de tensiones.

bf + chf vb,c, +y,cb,  bib, +y,cC,  vbe, +y,cb,  bbi+ycc;  vbes+y.cib,
C12 + Ylbf ve,b, +y,bc,  cc, +y,bb, veby+ybe, e, +y,bib,
[k]:B bg "‘Y1C§ vb,C, +7,C,b,  bbs+vy,C,cy  vb,C,+y,C,b;
' C; +Y1b§ VC,0, +7,0,C,  C,Cy+y,b,b,
Simétrica b3 +7,C vh,C, +7,C,b,
- C5 +74b3
donde:
B, = Et ) 1-v
Caaiv) 0 T
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2.4.5.- Estado plano de deformaciones

La matriz de rigidez de este elemento, bajo la condicion de estado plano de
deformaciones, se deduce mediante el mismo procedimiento, con la tnica excepcion de la
ec.(2.50), la cual debe reemplazarse con las relaciones constitutivas asociadas a este estado. En la
Fig.2.18 se muestra un caso tipico de estado plano de deformacion. Un elemento, cuya dimension
en la direccion z es mayor que en las direcciones X y Y, se fija en sus extremos de tal modo que
no exista desplazamiento en la direccion z. Bajo esta condicion, la deformacion axial en esta
direccion es cero (82 = O). Es decir, con estas condiciones, todas las particulas, originalmente en

un plano, permanecen en el mismo plano, después de la deformacion. La condicidon bidimensional
del problema, al igual que en el caso anterior, hace que v,, =y, =0. Luego, para el estado plano

de deformacion ¢, =0 y o, =—V/ E(Gx + Gy) # 0, y la ecuacion constitutiva es:

TOGYD

Seccion A-A
A

Fig.2.18 Barra en estado plano de deformacion.

o e 1-vv O €,

- = Iv1-vO 2.56
% Zaevaczy VY0 (2.36)
rxy 00 1-2v yxy

Entonces, si se reemplaza esta ecuacion por la ec.(2.50) en la ec.(2.54), se obtiene la matriz de

rigidez del elemento triangular de tres nodos para el estado plano de deformaciones, la cual se
presenta en la Tabla2.3.

Tabla 2.3 Matriz de rigidez del elemento triangular de tres nodos para el caso de un material homogéneo e isotropico
bajo un estado plano de deformaciones.

Yzbf +Yscf vb,C, +74C.0,  y,bib, +y,cc, VG, +y4Ch, v, bbs+yCC Ve +y4Cb;
Ych "’Yzbf ve,b, +750,, 7,60, +y5bib,  veby +ysbics  v,0iC, +y5bib,

[k]— B Yzbg + Yzcg vb,C, +73C,b,  ¥,Dib; +7,C,C5 Vb Ly +y4C,b,
= P2 2 2

Vo€ +7,b5 VC,05 +y3b,C5  ¥,C,C5 +75b,b;

Simétrica 1,05 +7,C5 VD,C, +7,C5b,

L Y2C5 +7¥3b3
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donde:
Et

4A(L+v)1-2v)

1-2v
2

B, = ; v,=0-v) ; Va=

Notese, que a pesar de la sencillez del elemento triangular de tres nodos, el nivel de
exigencia en las operaciones matriciales envueltas en la determinacion de la matriz de rigidez es
alto, comparado con los elementos unidimensionales previamente analizados. Sirva este
comentario final para insistir en que el método directo, cuando se trabaja con elementos
complejos - aunque permite la visualizacion fisica de los problemas, muestra claramente algunos
de los pasos asociados al mef y demanda un nivel matematico bajo - no es adecuado.

Hasta el presente se ha analizado la construccién de las matrices de rigidez locales de
algunos elementos estructurales, uni y bidimensionales, a través del método directo. El anélisis de
un problema dado mediante el mef continua, como ya fue descrito, con la transformacién de
dichas matrices al sistema global de referencia, su ensamblaje y la solucion del respectivo sistema
de ecuaciones resultante. En las siguientes secciones se tratard, con detalle, estos aspectos del
mef.

2.5.- Transformacion de coordenadas

En la seccion anterior, se estudid el procedimiento para establecer la matriz local de
rigidez de algunos elementos sencillos asociados a la mecanica estructural. Como se menciond, el
proximo paso en la solucion de un problema via el mef, consiste en transformar dichas matrices
del sistema local de referencia, al sistema global, lo cual puede efectuarse de dos maneras:

La primera consiste en formular directamente la matriz de rigidez global, la cual se
obtiene induciendo desplazamientos unitarios (i.e., utilizando la propia definicion dex;), en las

direcciones del sistema global de referencia. En la segunda se obtiene, en primer lugar, la matriz
de rigidez con relacion al sistema local de referencia, y en seguida se transforma esta matriz, via
un procedimiento de rotacion de ejes, a los ejes globales de referencia.

La formulacion directa de la matriz de rigidez global se vuelve muy complicada para los
elementos estructurales complejos, tales como por ejemplo los porticos espaciales. Por otro lado,
el método de rotacion de ejes es un camino seguro y no es mas dificil, en teoria, para una
estructura complicada que para una simple. El ejemplo del elemento de armadura plana estudiado
en la seccion 2.b, servira para ilustrar ambos procedimientos.

2.5.1.-Formulacion directa

Como ya se menciono, la formulacion directa de la matriz de rigidez global de un
elemento se hace a traves de la definicion de «;. En este caso, por ejemplo, k;, es la fuerza

(asociada al nodo 1) en la direccion X, requerida para producir un desplazamiento unitario en la
direccion y (V1 = 10). En la Fig.2.19 se muestra, para un elemento de armadura plana, la forma
de determinar estos coeficientes de rigidez.
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Fig.2.19 Coeficientes de rigidez de un elemento de armadura plana asociados al sistema
global de referencia.

El primero de estos desplazamientos se muestra en la Fig.2.19a, y consiste en una
traslacion unitaria en la direccion 1. Como resultado de este desplazamiento, se induce una fuerza
axial en el elemento. Esta fuerza se puede calcular a partir del acortamiento axial que ocurre en el
elemento, el cual es numéricamente igual a 10 x Cosa . La fuerza de compresion axial, debido a

este cambio de longitud es igual a (AX E/ L) cosa., y por lo tanto, de la Fig.2.19a, es fécil verificar
que:

K, = (EA/L) Cos’a i, = (EA/L) Cosa Sena
i, = EA/L) Cos’a Ky =—EA/L)Cosa Sena

De igual modo, de la Fig.2.19b:

K, = (EA/L)SenaCosa K, = (EA/L) Sen’a
K;, = EA/L)Sen o.Cosa. K,, = —(EA/L)Sen?a
de la Fig2.19c:
i, = — EA/L) Cos’a K, = EA/L) Cosa Senat
Ky = (EA/L) Cos’a K, = (EA/L) Cosa Sena
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y, finalmente, de la Fig.2.19d:
K., = EA/L)Sen a.Cosa i, = 4 EA/L) Sen’a
i, = (EA/L) Sen a. Cosa K, = (EA/L) Sen? o

En la deduccion de estos coeficientes de rigidez se ha supuesto que cuando se aplican los
desplazamientos unitarios en los extremos de los elementos, el cambio de longitud del mismo es
pequeiio comparado con la longitud inicial y que el angulo de inclinacion del elemento
permanece, esencialmente, constante. Asi, la matriz de rigidez global del elemento genérico K
viene dada por:

cos’o.  senacoso. —cos‘o.  —senacosa (U, ] [F |

EA |cosaseno.  sen’a.  —cosaseno.  —sen‘o ||U, JFZ
S ) - (2.57)

L | —-cos"oc —senocoso  COS” o seno.cosa {UBJ [F:;J

| —cososena —sen‘o cososena sena |LU, F,

donde {Ul U, U, U4}Ty {Fl FE R F4}T representan, respectivamente, los vectores de
desplazamientos y fuerzas nodales del elemento considerado, asociados al sistema global de

referencia.

2.5.2.- Formulacion via matrices de rotacion

Como se ha podido notar, las ecuaciones matriciales a ser transformadas tienen la forma
general:

[I{x"}={b"} (2.58)

donde el asterisco denota un sistema local de referencia. Si se supone que existe una matriz de
transformacion [(I)] entre los sistemas local y global, se puede escribir:

o=l b (2.59)
b 1=[]{o} (2.60)

donde {x} y {b} estan referidos al sistema global. Sustituyendo las ecs.(2.59) y (2.60) en la
ec.(2.58), resulta:

[<][o] 1} =[0]{b} (2.61)

pre-multiplicando esta ecuacion por la inversa de la matriz de transformacion, se obtiene:
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[6]" [ 0N} =lo} (2.62)

[K]{x} = {b} (2.63)
donde:

[K]=[o] Tx][e] (2.64)

La ec.(2.64) expresa la matriz de rigidez de un elemento con relacién al sistema global de
referencia, siempre que [¢] exista. Si los vectores {x"} v {b"} son cantidades direccionales, tales

como desplazamientos nodales y fuerzas nodales, entonces la matriz de transformacion es
simplemente una coleccion de cosenos directores, mediante los cuales se relacionan los dos

sistemas. En este caso, [(I)] es ortogonal ([(I)]_l = [(I)]T), y por lo tanto:

[K]=[o] [x] [¢] (265)

Para ilustrar este procedimiento, considérese en primer lugar la rotacién de ejes para
vectores en dos dimensiones, la cual se formulard sobre una base geométrica. Para tal fin,
considérese un vector A tal como se muestra en la Fig.2.20. En esta figura también se muestra dos
sistemas de ejes ortogonales: xs, ys que corresponden al sistema global de referencia y xm , ym
que definen el sistema local de referencia.

s

M

Ayg**** XM

Xs

Fig.2.20 Rotacion de ejes en dos dimensiones.

De la Fig.2.20 se puede observar que A,,, es igual a la suma de las proyecciones de A,g y
A sobre el eje xMm. De igual modo, A,,, es igual a la suma de las proyecciones de Ayg y Ays
sobre el eje ym. Por lo tanto se tiene que:

Ay =COSa Ay +SENaA g (2.66a)
A,y =—sena Ayg +Cosa Ay (2.66b)

en forma matricial, estas ecuaciones se escriben:
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Axv | | Ccosasena |[Ayg (2.67)
A, | | -sena cosa || Ay '
0, en forma més compacta:

{Auf =[RI{A} (2.68)

donde:

A,,: es el vector que contiene las componentes de A paralelas a los ejes xm, YM.

A :es el vector que contiene las componentes de A paralelas a xs, vs.

R : es una matriz de cosenos directores llamada matriz de rotacion.
Asi mismo, es posible expresar el grupo de componentes xs , vs del vector A, en términos del
grupo de componentes xm , Y™ . Esta transformacion se puede realizar observando (Fig.2.20) que
A, es igual a la suma de las proyecciones de A,,, y A, sobre el eje XSy que A, es igual a la
suma de las proyecciones de A,,, y A, sobre el eje vs. Por lo tanto:

Ay =CoSa Ay, —Sena Ay, (2.69a)
Ay =senaA,,, +Ccosa A,,, (2.69Db)
o, en forma matricial: )
A Ay Ay I[A
{ XS}: 21 21J{ XM} (270)
AYS —7\‘12 kZZ AYM
es decir: )
A cosa. —seno |[A
{ xs}: J{ XM} 2.71)
A, Lsena  cosa (A

en forma compacta, el sistema (2.71) se escribe:
Asf =[RI(A,f 2.72)

en donde la matriz [R]Tes la matriz transpuesta de la matriz de rotacioén [R] Finalmente, es
obvio, de las ecs.(2.65) y (2.68), que la transpuesta de la matriz [R], es igual a su inversa; es
decir:

!

[R]" =[R] (2.73)

y, por lo tanto, la matriz de rotacion R es una matriz ortogonal.

Asi, con estos resultados se puede obtener, facilmente, la matriz de rigidez del elemento
de armadura plana con relacion al sistema global de referencia, a partir de su matriz de rigidez
local. En efecto, las relaciones fuerza-desplazamiento en las direcciones xm, ym en los extremos
del elemento genérico (K), se pueden expresar como:
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{fut, =lxu], lunl, (2.74)
donde la matriz de rigidez local del elemento genérico (K) fue previamente calculada ec.(2.10):

1 0 -1 0]

_EAX| 0 0 ol
el == -1 0 1 0]
Lo o 0]

Ahora, el objetivo es transformar esta matriz en la matriz [KS] . asociada al sistema global

de referencia.
Omitiendo el subindice (K) de la ec.(2.74), esta ecuacion se puede escribir como:

(fMJ |_KM11 Kviz  Kmis KM14—”UMJ

LIV | Kvor Kmgpy  Kmzz Kuoa || Upo
‘ MSJ Kmat Kmzpy Kmaz Kuas [ MaJ
fua Ky Kmaz  Kwaz Kvag JWUwa

Los subindices 1,2,3 y 4 usados en esta ecuacion se refieren a las direcciones indicadas en
la Fig.2.5c. La ecuacion anterior también se puede escribir de la siguiente forma:

f, rK i K i.—| U,,
o ] s
Mj Ky Ky I U
En esta ecuacion, los subindices i y j de las sub-matrices, se refieren a los extremos i y j
del elemento (k). Los términos fy,,f; Uy, Uy, en la ec.(2.76) representan vectores de dos

dimensiones (ya sean fuerzas o desplazamientos), en los extremos de los elementos, en las
direcciones de los ejes de mismo. Por lo tanto estos vectores se pueden expresar con relacion a
los ejes globales de la estructura (ver Fig.2.5b), utilizando la formula de rotacion dada por la

ec.(2.72); es decir:
(i e 519

donde F, Fj ,U,,u ; representan las fuerzas y los desplazamientos en los extremos del elemento,

con respecto a los ejes globales del sistema.
Una forma de equivalente de la ec.(2.76) es la siguiente:

(IRl [01](F)] [ewi | [R] [O]Hui}
UO] [R]J{E}ZLKW KM;;LO] [R]JY; (2.78)
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Para simplificar la escritura de esta ecuacion, sea [RT] la matriz de rotacion transformada,
tanto para las fuerzas como para los desplazamientos, en ambos extremos del elemento:

[[R] [0]]
[R,] 10 [RI] (2.79)

Entonces, la ec.(2.78) se puede escribir del siguiente modo:
[RT]{F}:[KM][RT]{U} (2.80)
pre-multiplicando la ecuacion anterior por la matriz inversa de [R ], resulta:
F=[R: ] Tew ][R 11U} (2.81)

Como la sub-matriz [R] es ortogonal, la matriz [RT] también es ortogonal. Luego, la
ecuacion anterior se escribe:

[F1=[R]" [iu][R+] (U} (2.822)
0, en forma compacta:
{F} =[KsJ{U} (2.82b)
donde, finalmente:
[Ks] = [RT]T [KM][RT] (2.83)

es la matriz de rigidez del elemento (k) con respecto al sistema global de referencia. Comparando
las ecs.(2.65) y (2.83), se observa que para este caso:

[¢]=[R]= {R O} (2.84)

OR

Notese que este procedimiento es completamente general, independientemente del tipo de
elemento y su complejidad. Ademas de la transformacion de la matriz de rigidez desde los ejes
locales a los ejes globales, el concepto de rotacion de ejes también se puede utilizar para otros
propositos, tales como la formacion del llamado vector de cargas nodales equivalente . Por el
momento, la aplicacion de la ec.(2.83) al elemento genérico k de armadura plana en estudio,
conduce a:

cosa  Ssena 0 0 1 0 -1 0| |[cosa —sena O 0
—Seno  Ccosa 0 0 ><AXE 0O 0 0 O y sena  Cosa 0 0 _
0 0 cosa  Sena L |-10 1 O 0 0 cosa. —sena
0 0 —sena  Cosa 0O 0 0 O 0 0 Sseno.  Cosa
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cos’ o sen o.cos o —cos’o —senocoso

A E| cosasena sen’a. —cosasena.  —sen’a
L —cos’a —seno.cosa cos® a. Sen o.cos o
—cosaseno.  —sen’a cosasen o sen’ a,

que por supuesto, es la misma matriz del sistema (2.57).
2.6.- Ensamblaje de las matrices de rigidez

Una vez determinadas las ecuaciones de cada elemento referidas al sistema global de
referencia, el proximo paso en el mef consiste en combinar todas estas ecuaciones, de modo que
se forme el conjunto de ecuaciones que describa el comportamiento global del problema en
estudio. El procedimiento para construir dicho conjunto es siempre el mismo,
independientemente del tipo de problema considerado, o de la complejidad de los elementos
utilizados. Aun si el problema es modelado mediante diferentes tipos de elementos, el sistema de
ecuaciones se ensambla de la misma manera.

El procedimiento de ensamblaje del sistema esta basado en la llamada “compatibilidad”
en los nodos del elemento, lo cual significa que el valor de la variable del problema (o variables,
si existe mas de una en cada nodo), es el mismo para todos los elementos conectados al mismo.
Esta regla constituye la base para el proceso del ensamblado, el cual es una parte esencial en la
solucion de todo problema mediante el mef.

2.6.1.- Reglas del ensamblaje

El procedimiento general de ensamblado y la discusion del algoritmo para su ejecucion, se
presentara a través de un ejemplo sencillo, como lo es la determinacién del comportamiento
fuerza-deformacion, del sistema formado por el conjunto de resortes lineales mostrado en la
Fig.2.21. El sistema consta de cuatro elementos, de dos nodos por elemento.

Fig.2.21 Sistema de resortes lineales.

Una vez establecido el esquema de numeracion (el mostrado en la Fig.2.21 es s6lo una de
varias posibilidades), se debe crear la topologia del sistema; es decir, se debe crear un registro que
contenga los nodos que pertenecen a un elemento dado. Esta topologia sirve para definir la
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conectividad (llamada también incidencias de un elemento), de los elementos de la malla. En
otras palabras, la conectividad identificara los elementos que estdn unidos entre si.

A nivel de cada elemento, la conectividad no es mas que la numeracién ordenada de sus
respectivos nodos. La Tabla 2.3 ilustra el sistema topoldgico que se establecio en el sistema de la
Fig.2.21.

Por ejemplo, en dicha tabla se puede apreciar que el elemento 3 tiene asociados los nodos
2 y4 yque el nodo 1 de dicho elemento (numeracion local), es el nodo 2 del sistema (numeracion
global), mientras que el nodo 2 del mismo elemento, es el nodo 4 del sistema. Esta relacion se
puede apreciar en la Fig.2.22.

Tabla 2.3 Topologia del sistema de resortes de la Fig.2.21.

Elemento Numeracion
Local Global
1 1 1
2 2
2 1 2
2 3
3 1 2
2 4
4 1 4
2 5

Como ya se establecio, la matriz de rigidez de un resorte elastico-lineal viene dada por:

(e) (e)
1 _r k11 k12—| u,
(e)

O T k]
L= AN — & S e — AN —4

o) (od

Fig.2.22 Topologia asociada al elemento 3 del sistema de la Fig.2.21. (a) Numeracion
local; (b) Numeracién global.

donde, k,=k,,=K y K,=K, =—K. Puesto que en este caso los sistemas local y global
coinciden, no es necesario transformar estas ecuaciones.
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Bajo una condicion de carga dada, cada elemento asi como también todo el sistema debe
estar en equilibrio. Si se impone esta condicion a un nodo genérico i, se tendra:

SEY RO E@ L EO =R, (2.85)

Esta ecuacion establece que la suma de todas las fuerzas nodales en una direccion en el
nodo i, es igual a la fuerza externa resultante aplicada en dicho nodo. Evaluando esta ecuacion en
cada nodo del sistema en estudio, y de acuerdo con el esquema de numeracion de los nodos
adoptado, se puede escribir el siguiente balance de fuerzas:

nodo 1:
WU, +xY U, =F (2.86a)
11 1 12 2 1 .
nodo 2:
K(Zlf U, + (K(le) + Kﬁ) + Kﬁ)) U, + Kg) U, + KQ U,=F (2.86b)
nodo 3:
K(221)U2 +x3,U; =F,
nodo 4:
KU, +(kQ +x)u, + WU, =F, (2.86¢)
nodo 5:
K(241)U4 +x3,Us = F
(2.86d)
donde:
@ © @ @ (@) G @ (4)
U=u: ; ,=U2=U;=U, ; ;=U2 ; U,=uz2=uU1 ; Ug=U2
1) W @ @ (2)
F=f=R, ; F=f,+f+f=0 ; FR=f,=P,
3) (4) ()
F4=f2: 1=P2 N F5:f2:R5
Matricialmente, estas ecuaciones se pueden escribir como:
_Kﬁ) Kilz) 0 0 0 (U, R,
< (et o) K R 0 ||u.| |0
0 K2 k2 0 0 fUsr=1P, (2.87)
o w0 (o) Wl |
0 0 0 it W Us)] (R,
o, en forma compacta:
[K]{u}={F} (2.87)

donde [K] es la matriz global del sistema, {U} es el vector global de desplazamientos y {F} es el

vector global de cargas. La ec.(2.87) muestra que los coeficientes de rigidez de la matriz global,
se obtienen de la suma directa de los coeficientes de rigidez individuales, en posiciones
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“adecuadas” de la matriz global. El vector de cargas resultante del sistema, también se obtiene
mediante la suma de las cargas individuales en las posiciones “adecuadas” de dicho vector. Este
resultado sugiere que las matrices de los elementos pueden verse como sub-matrices del sistema
global, y que éste puede obtenerse mediante la simple suma de las matrices locales. Esta es la
esencia del procedimiento general del ensamblaje en el mef.

Una forma de efectuar el procedimiento descrito, consiste en expandir los coeficientes de
rigidez de cada elemento en la posicion adecuada (mediante la topologia del sistema), de una
matriz de n x n nula, donde n es el numero total de grados de libertad presentes en el sistema (i.e.,
el nimero total de nodos multiplicado por el nimero de grados de libertad por nodo). Asi, puesto
que el sistema en estudio posee cinco grados de libertad, dicha matriz serd de 5 x 5. Luego, para
el elemento 1, puesto que las numeraciones local y global coinciden (ver Tabla 2.3), se tiene:

Y ]
k, k, 0 00
@
" k,, k,, 0 0 O
0O 0 00O
0 0 0 0 0]
donde [K]™ es la matriz expandida del elemento 1.
Para el elemento 2, la correspondencia entre las numeraciones local y global es:
local = global
(2)
kll = K22
(2)
klZ = K23
(2)
k21 = K32
(2)
k22 = K33
Cuando estos coeficientes se insieren en la matriz expandida, se tiene:
0 0 0 0 O]
@ @
0 k,; k, 00
@ @
K]”=|o0 K, k, 0 O (2.90)
0O 0 0 0O
0 0 0 0 0]
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De igual modo para el elemento 3:

O 0 0O 0 O
0 kP 0 k®, 0
K=o 0o 0 o0 o0 (2.91)
0 k®: 0 k¥, 0
0 0 0 0 0]
y, finalmente, para el elemento 4:
0 00 0 0]
000 O O
“@_-10 00 0 O
K] 9 8 (2.92)
0 0 0 k; ki,
@ @
10 0 0 Kk, ky|

Ahora se puede observar que la matriz global del sistema (2.87) se puede obtener
facilmente mediante la suma de las ecs.(2.89) — (2.92), las cuales representan la contribucion de
cada elemento; es decir, el procedimiento del ensamblado consiste en:

(K] = 2 [K] =[K]"™ +[K]"” +[K]"® +[K]"" (2.93)

donde M es el numero total de elementos.
Para determinar el vector global de cargas se sigue exactamente el mismo procedimiento;

es decir:
v =d () ® (2) ®3) (4)
S

2.6.2.- Procedimiento general del ensamblaje

A pesar que el procedimiento de ensamblado se presenté tomando como base un ejemplo
muy simple, éste es completamente general y se aplica a cualquier sistema que sea analizado
mediante el mef. En el ejemplo anterior se efectud el ensamblado a mano, pero en un problema
real de ingenieria, que envuelva cientos o miles de elementos (situacion que se presenta muy
facilmente), el procedimiento deberd realizarse a través de un computador. Omitiendo
consideraciones especiales que mejoran la eficiencia computacional, el procedimiento general de
ensamblaje se resume a continuacion:

1. Se establece la matriz global de n x n y el vector global de cargas de n x 1, ambos inicialmente
nulos, donde n es el numero de grados de libertad del sistema.

2. Empezando con el primer elemento, si los sistemas local y global no coinciden, se transforman
las ecuaciones del elemento desde el sistema local, al sistema global de referencia.
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3. Usando la topologia del sistema, se insieren en la matriz y vector de cargas global, los
términos correspondientes a la matriz de rigidez y al vector de cargas, respectivamente, y se
efecttia la suma correspondiente, de acuerdo con las ecs.(2.93) y (2.94).

4. Se vuelve al paso 2 y se repite el procedimiento para todos los elementos del sistema.

La generalidad de este proceso de ensamblaje en el mef ofrece una gran ventaja: una vez
desarrollado un programa computacional que realice este proceso para una clase de problema en
particular, puede usarse en la solucidon de cualquier otra clase de problemas.

2.6.3.- Caracteristicas de la matriz ensamblada

Afortunadamente, en la mayoria de las aplicaciones de interés practico, se obtienen
sistemas de ecuaciones que debido a su naturaleza, pueden resolverse mediante técnicas que
toman en consideracion las caracteristicas “amigables” de dichos sistemas. En general, las
matrices de rigidez, tanto locales como globales, son simétricas y en banda, como la matriz del
sistema (2.87). En la Fig.2.23 se muestra la forma general de una matriz de este tipo. Los
elementos distintos de cero estan dispuestos (inicamente), en el area sombreada de la matriz n x
n. Por lo tanto el ancho de banda sera igual 2LB—1, donde LB es el semi-ancho de banda.

Se puede economizar memoria computacional si se toma en consideracion la simetria de
la matriz global del sistema y el hecho que ésta sea una matriz en banda. En este caso, solamente
es necesario almacenar los N x LB coeficientes de la matriz.

Cabe destacar que para sistemas extremadamente grandes, incluso este método de
almacenamiento puede resultar inadecuado, siendo necesario la division de la matriz n x LB en
bloques, lo cual requiere, desde el punto de vista computacional, de algoritmos numéricos muy
sofisticados.

LB

1

Fig.2.23 Representacion esquematica de una matriz en banda.

De lo anterior se infiere la importancia de determinar el semi-ancho de banda para un
problema dado. Mas aun, como se vera a continuacion, el ancho de banda depende de la forma
como se numeren los nodos de la malla.
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Considérese, por ejemplo, las dos discretizaciones que se muestran en la Fig.2.24.

En ambos casos se tienen tres elementos de dos nodos por elemento y se considerard, para
facilitar la presentacion, un solo grado de libertad por nodo. Entonces, cada una de las tres

(o

(o)

Fig.2.24 Diferentes numeraciones nodales de una misma discretizacion

matrices de este sistema es de 4 x 4. La topologia de ambos sistemas es:

Caso (a) Caso (b)
Elemento Numeracion Flemento Numeracion

Local Global Local Global

1 1 1 1 1 1

2 2 2 3

2 1 2 2 1 3

3 4

3 1 3 3 1 4

4 2

Con esta topologia, la matriz global para el caso (a) es:

[ @ (1 ]
k11 12 0 0
ks € o

_| P 2+ Ky 12

[K]= (2) 2 3 0
0 Ka1 Kootk Ky,
(3) (3)

L 0 0 k21 kzz_

cuyo semi-ancho de banda es igual a 2 (i.e., el maximo niimero de coeficientes distintos de cero a
la izquierda o derecha de la diagonal principal es igual a 1). La matriz global para el caso (b) es:

(1) (1)
k, O K, 0
Lo W
Kl=| o % o 0 2
k21 0 k22+ kll k12
(3) (2) (2) (3)
L 0 k12 k21 2t k11_
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cuyo semi-ancho de banda es 3. De donde se concluye que la numeracion en el caso (a) es mas
eficiente que en el caso (b).
La forma de calcular el semi-ancho de banda es:

LB = (MDN + 1) x NGLN (2.95)

donde, MDN es la méaxima diferencia nodal en un elemento cualquiera de la malla y NGLN es el
numero de grados de libertad por nodo. Asi, para el caso (a), LB= (1 + 1) x 1 =2 y para el caso
(b)LB=(2+1)x 1=3.

Estos sencillos ejemplos muestran la importancia de numerar los nodos de la malla en una
forma eficiente, puesto que su incidencia en el ancho de banda es directa, y este valor incide, a su
vez, en la cantidad de memoria a utilizar en la soluciéon de un problema dado, y el tiempo
computacional utilizado en la solucidn del sistema de ecuaciones resultante.

En un sistema de ecuaciones grande, una numeracion eficiente de los nodos so6lo se podra
lograr a través de la minimizacion automatica del ancho de banda. Un programa de computacion
eficiente debe contar con una subrutina que efectue dicha minimizacion, a través de una
renumeracion nodal. En la literatura especializada existe una gran cantidad de articulos y
publicaciones al respecto.

2.7.- Introduccion de las condiciones de contorno.

Tanto las matrices locales de los elementos, como las matrices globales de los sistemas
completos son singulares; es decir, no se puede determinar su inversa ya que su determinante es
cero. De modo que el sistema de ecuaciones resultante de un problema dado, no podra ser
resuelto hasta que no sea previamente modificado, a través de las condiciones de contorno.

En el sistema de resortes estudiado en la seccidon anterior, el campo de desplazamientos
(i.e., el conjunto de desplazamientos nodales), no puede determinarse, a menos que se fije un
nimero suficiente de desplazamientos que remuevan los desplazamientos de cuerpo rigido
presentes en el sistema, cuando sobre éste se ejerza el conjunto de cargas externas. Como se
puede apreciar en la Fig.2.21, este requerimiento queda satisfecho con las condiciones U; =0 y
U,=0.

El numero de las variables a especificar depende de cada problema en particular y pueden
ser especificadas tanto en los nodos interiores como en los nodos del contorno, pero para un nodo
cuyas coordenadas estan fijas, es fisicamente imposible especificar, simultineamente,U; yF,.

Existen diferentes formas de introducir las condiciones de contorno en el sistema global
de ecuaciones. Independientemente de la forma seleccionada, tanto el numero de incognitas
nodales, como el numero de ecuaciones a resolver, se reducen efectivamente. Sin embargo,
resulta mas conveniente, computacionalmente hablando, introducir las variables conocidas de tal
modo que deje el nimero de ecuaciones original inalterado y evitar de este modo, complicadas
reestructuraciones de la matriz global de rigidez. A continuaciéon se describen dos de estas
formas:

En la primera, si i es el suscrito de una variable nodal prescrita del sistema global

xn, nx1L nX
rI(H](U}: {Fl}, la i-ésima fila y la i-ésima columna de [K] se hacen iguales a cero y K se hace
igual a la unidad. El término F, del vector {F} se reemplaza por el valor conocido U, .

54



Cada uno de los n—1 términos restantes de {F} se modifican restando de su respectivo

valor, el valor de la variable prescrita multiplicado por el término correspondiente de la matriz
[K] original. Este proceso se repite para cada U, prescrito, presente en el problema.

Para ilustrar este procedimiento, considérese el siguiente ejemplo:

[N

(2.96)

ol alalle
AR AR
CwCNCC
UL NS e

Supodngase, en este hipotético ejemplo, que se especifican las variables nodales U, =a, ¥y
U, = a,. Con el procedimiento descrito, el sistema anterior queda de la siguiente forma:
ki, 0 ki Of[U, F -k, xa, =k, xa,

0 1 0 0|V, o,

= (2.97)
ks, 0 ki 0]|U; F,—k,,xo, —K,, xa,
0O 0 0 1|V, a,

Este conjunto de ecuaciones, inalterado, puede ahora resolverse, ficilmente, para todas las
variables nodales. La solucion, por supuesto, establece que U, =a, y U, =a,, debiéndose
determinar las incognitas U, y U,.

En la segunda, el término de la diagonal de [K], asociado con la variable nodal
especificada, se multiplica por un niimero muy grande, por ejemplo 10", mientras que el término
correspondiente en {F} es reemplazado por la variable nodal especificada, multiplicada por el
mismo factor del término de la diagonal correspondiente. Este procedimiento se repite para todas
las variables prescritas presentes en el problema. Efectivamente, este método hace que los
términos no modificados de [K] sean muy pequefios comparados con los términos modificados
(aquellos asociados con las variables nodales especificadas). Después que estas modificaciones se

realizan, se procede a resolver el sistema completo de ecuaciones. Usando este procedimiento
para resolver el sistema de ecuaciones original del ejemplo previo, se tiene:

Kll K12 I<13 I<14 Ul Fl

K, K,x10® K,, K, ||U, _ a, xK,, x10" (2.98)
K31 K32 K33 K34 U3 F3 .
K, K, K, K,x0°|U, a, xK,, x10"

Para mostrar la efectividad de este procedimiento, considérese la segunda ecuacion del
conjunto anterior:

K,,U, +K,,U,x10" + K,,U, +K,,U, = a, xK,, x10" (2.99)
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para propOsitos practicos, esta ecuacion expresa que U, =a,, ya que K,, ><1Ol5>>Kij para

j=1,3.4.

Este procedimiento es un poco mas facil de implantar en un programa computacional que
el primero. Ambos métodos preservan las propiedades (simetria, banda, etc.), de la matriz original
del sistema.

2.8.- Vector de cargas nodales equivalentes en el método directo.

El célculo de los desplazamientos en una estructura obtenidos mediante el mef, o
cualquier método matricial de analisis estructural, requiere que ésta esté sujeta a cargas que
actiien Unicamente en los nodos de la misma. Sin embargo, en general, las cargas reales que
actiian sobre una estructura no cumplen con este requisito, si no que actian directamente sobre
los elementos de la misma. En este caso, dichas cargas deben reemplazarse por cargas
estaticamente equivalentes que actien en los nodos y que produzcan los mismos desplazamientos
en la estructura que las cargas reales. Las cargas nodales que se determinan a partir de las cargas
sobre los elementos, reciben el nombre de cargas nodales equivalentes. El procedimiento para el
calculo de las cargas nodales equivalentes se resume en el ejemplo mostrado en la Fig.2.25.
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Fig.2.25 Cargas sobre los elementos y los nodos y vector de cargas nodales equivalentes.

La Fig.2.25a muestra una viga ABC apoyada en los nodos A y B y sujeta a varias cargas.
Algunas de éstas actlian directamente sobre los nodos, tal como se muestra en la Fig.2.25b, en
tanto que las cargas restantes lo hacen sobre los elementos de la estructura, tal como se muestra
en la Fig.2.25c. Para efectuar la sustitucion de éstas ultimas por las respectivas cargas nodales
equivalentes, se fijan los nodos de la estructura contra todos los desplazamientos posibles. Para
la viga mostrada, este procedimiento da como resultado dos vigas doblemente empotradas, tal
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como se muestra en la Fig.2.25d. Cuando estas vigas estan sujetas a las cargas que actian sobre
los elementos, se produce un conjunto de acciones sobre los empotramientos, las cuales se
pueden obtener siguiendo un procedimiento analogo al utilizado para determinar los coeficientes
de rigidez de la ec.(2.11), y que para este caso particular se muestran en la Fig.2.25d. Estas
mismas acciones de empotramiento se muestran en la Fig.2.25¢, donde se representan como
acciones de empotramiento para la estructura fija. Invirtiendo el sentido de estas acciones, se
obtiene finalmente un conjunto de acciones que son estdticamente equivalentes a las cargas que
actuan sobre los elementos. Este conjunto de acciones, al sumarse al conjunto de cargas que
actuan sobre los nodos que se muestran en la Fig.2.25b, constituyen el conjunto de cargas
combinadas que se muestra en la Fig.2.25f.

Como ya se menciono, los desplazamientos de la estructura bajo la accidon de las cargas
combinadas, deben ser los mismos que los producidos por las cargas reales. Para observar que
este requisito se satisfaga, considérese de nuevo la viga de la Fig.2.25. Observando dicha figura,
se nota que la superposicion de las cargas combinadas mostradas (Fig.2.25f) y las acciones sobre
la estructura fija (Fig.2.25e), da las cargas reales sobre la estructura (Fig.2.25a). Se concluye
entonces que la superposicion de los desplazamientos de los nodos, en las vigas de la Fig.2.25e y
de la Fig.2.25f, debe reproducir los desplazamientos de los nodos en la viga real. Pero, como
todos los desplazamientos de los nodos de la viga fija son cero, es evidente que los
desplazamientos de los nodos en la viga sujeta a las cargas reales, asi como los de las cargas
combinadas son iguales.

Adicionalmente, las reacciones en los apoyos de la estructura sujeta a las cargas
combinadas, son las mismas que las reacciones causadas por las cargas reales. Esta conclusion
también puede verificarse por superposicion de las acciones de las vigas de la Fig.2.25¢ y de la
Fig.2.25f. Todas las acciones de empotramiento en la Fig.2.25¢ se equilibran con las cargas
nodales equivalentes iguales y opuestas que actiian sobre la viga de la Fig.2.25f. Por lo tanto, las
reacciones de la viga con las cargas combinadas, son las mismas que para la viga con las cargas
reales (Fig.2.25a).

Las dos conclusiones presentadas se aplican a todos los tipos de estructuras reticulares. En
contraste con estas conclusiones, las acciones en los nodos de los elementos causadas por las
cargas nodales equivalentes que actiian sobre la estructura, usualmente no son las mismas que las
causadas por las cargas reales. En lugar de ello, las acciones en los nodos de los elementos
debidas a las cargas reales, deben obtenerse sumando las acciones en los nodos del elemento de la
estructura fija, a las causadas por las cargas combinadas. Por ejemplo, en el caso presentado, las
acciones reales en los nodos (Fig.2.25a), se obtienen sobreponiendo las acciones en los nodos de
los elementos de las vigas de las Figs.2.25e y 2.25f.

2.9.- Ejemplos de la mecanica estructural.
En esta seccion se presentard la solucion de algunos ejemplos sencillos de la mecanica de
solidos. La solucion de tales problemas sigue la misma secuencia de cualquier programa

computacional dedicado a la solucion de problemas a través del mef, de tal modo que el lector
pueda ir familiarizandose con la construccion de un programa de esta naturaleza.
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2.9.1.-Ejemplo 2.1. Elemento unidimensional sometido a carga axial.

Considérese el sistema mostrado en la Fig.e2.1.1a, el cual corresponde a un problema de
la mecénica de solidos y consta de un elemento de aluminio (A =5000mm’y E=70GPa) y una
elemento de acero (A, =800mm? y E=200GPa). La fuerza F=20KN estd aplicada en la
seccion que une dichas barras.

Li 050 m ——==—025 m——-‘

aluminio acero

(o>

,4
o
W

@ @

o>

Fig.e2.1.1 Elementos unidimensionales sometidos a carga axial.
El objetivo de este problema consiste en determinar el desplazamiento del punto de union
de las dos barras mostradas, asi como también la fuerza y esfuerzo que se genera en cada barra.
Como ya se describid, la solucion sigue los siguientes pasos:

a.- Discretizacion del dominio.

En la Fig.e2.1.1b, se muestra una discretizacion conveniente del dominio del problema
dado, que considera tanto la localizacion de la carga externa, como la discontinuidad de la
geometria y de las propiedades mecénicas presentes en el problema. Dicha discretizacién consta
de dos elementos axiales, de dos nodos por elemento. La topologia del sistema es:

Elemento Numeracion
Local Global
1 1 1
2 2
2 1 2
2 3

b.- Construccion de las matrices locales de rigidez.

La matriz local de rigidez de este elemento fue deducida en la seccion 2.2a y viene dada
por la ec.(2.9):
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AE[1 —11{u1}
L L—l 1 |lu,

1:1
i @)

para este caso:

(1)
AEYY 5000x70
( Lj =T =000 KN/mm
(2)
AEY?  800x200
( j _ EUXAN 6400 KN/ mm
L 250

luego, para el elemento 1 se tiene:
200 OF 1 -1y £ b
: L_l 1 J Uz(l) - fz(l) ( )

(1 1)u®| J£?
64O.OL_1 1J 0, @[ |52 (c)

c.- Ensamblaje de las matrices locales.

y para el elemento 2:

En este caso, puesto que los sistemas locales y globales de referencia coinciden, no es
necesario transformar las ecs.(b) y (c¢) antes de proceder con el ensamblaje de las mismas. Asi, de
acuerdo con la topologia del sistema, el ensamblaje de dichas ecuaciones en la matriz global del
sistema conduce a:

[ 7000 7000 00 UUlU F L

I—?O0.0 (700.0 + 640.0) —640.0| U, 1200

(d)
| 00 ~640.0 640.0J[U3J [ F,

d.- Introduccion de las condiciones de contorno.

Las condiciones de contorno se introduciran mediante la técnica de ceros y unos descrita
anteriormente. Asi, el sistema anterior se transforma en:

|F1 0 OU U1L J 00 L J0.0L
|0 13400 01U, (=120.0+7000X0+640.0x0=1200 (©)
0 0 1]u, 0.0 J 0.0

cuya solucion es: U, =0.014925mm..
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e.- Calculo de las fuerzas en los nodos de los elementos.

Una vez conocida U,, las fuerzas en los nodos de cada elemento se determinan a partir de

las ecs.(b) y (¢); es decir:
009 & 20 L)Y
'L—l 1J 0014925 | | £,V

£V = -7000 x 0.014925=-10.448 KN

f,” =10.448 KN

6400F1 -1/0014925| |£®
) L_l 1J 0 AL

2

del sistema (c):

f?) = 640.0x0.014925 = 9.552KN y f,”) =—9.552KN.
Las componentes del vector global de cargas viene dado por:

F=f"-10448 KNyF, =f,? =—9552 KN
y es facil verificar que:
F,=f," +f? =20 KN

f.- Calculo de los esfuerzos.

Finalmente, los esfuerzos en ambos elementos se determinan mediante la ec.(2.20):

u
Ox = E[_% ]/L]{ul}
para el elemento 1:

o, =70.0[~1/500 1/500]{ }: +2.089 MPa

0.014925
y para el elemento 2:

0.014925
6, =200.0[-1/250 1/250]{ 0 }:—1194 MPa

Con el objeto de ilustrar el proceso de transformacion de las matrices locales de los
elementos en sus respectivas matrices globales, antes de efectuar el ensamblaje de todos los
elementos, cuando los sistemas de referencia local y global no coinciden, se resolvera el siguiente
ejemplo.
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2.9.2.-Ejemplo 2.2. Elementos de armadura plana.

Considérese la armadura plana mostrada en la Fig.e2.2.1a. Los elementos AB y AC son de
aluminio (E=70GPa) y el 4rea de la seccion transversal de ambos es de A =400mm?. El
elemento BC es de acero (E=200GPa) vy el 4rea de su seccion transversal es de A, =200 mm?,
Se desea determinar los desplazamientos de los nodos 1 y 3, las fuerzas nodales y los esfuerzos
en cada elemento para F = 1.0 KN.

Y
|
7 e 050m —]
( A<§ B e CD 2 3
0.40m VP @
i ®
51%0 - X 1
C

Cad (oo

Fig.e2.2.1 Armadura plana y su discretizacion en elementos finitos.
a.- Discretizacion del dominio

La Fig.e2.2.1b muestra la discretizacion del dominio del problema, la cual estd constituida
por tres elementos finitos de armadura plana. La topologia del sistema seleccionada es:

Elemento Numeracion
Local Global

1 1 1

2 2

2 1 2

2 3

3 1 1

2 3

b.- Construccion de las matrices locales de rigidez

En este caso, la matriz local de rigidez viene dada por la ec.(2.10):
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OI USLJEL
o olu) e
(AIX_E j(” _ 4020><07o

(a)

O O O o
- O
o
T N—
[
N

Para el elemento 1:

=700 KN/mm

Para el elemento 2:

(2)
AEY? 40070
N 560 KN
( L ) 500~ 200 KN/mm

Para el elemento 3, se debe, en primer lugar determinar su longitud; es decir:

%

L =[(x, =x.)" +(v; - v,)"| =[(050)" +(0.40-0)°] = 064m

y por lo tanto:

(3)
AEYY 200 x200
( X j = e 625 KN/mm

L 640
Luego, las matrices de rigidez locales de este problema son:
1 -1 0]

[, ]" =700 (b1)

[y =560 (b2)

O O O o © o o o

[ic,,]* = 625 (b3)

O O O o

c.-Ensamblaje de las matrices locales
Puesto que en este ejemplo, los sistemas de referencia (elementos 1y 3) locales y globales

no coinciden, antes de proceder al ensamblaje de las matrices locales de rigidez, se hace
necesario, de acuerdo con lo establecido en la seccion 4, transformar las ecs.(b1 y b3) al sistema
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global de referencia, lo cual se hard mediante el uso de las respectivas matrices de rotacion. En
general, de acuerdo con la ec.(2.83), la matriz de rotacion viene dada por:

[ coso. sena 0 0 |

[[R] [0]] I—senoc cosa. 0 0 I
[RT]:L[O] [R]J:I 0 0 cosa  sena |
L 0 0 -—sena COSOLJ

En realidad, para el elemento 2 no es necesario efectuar esta operacion. Sin embargo, con
el objetivo de mostrar la secuencia de un programa computacional, se efectuaran todos los
calculos, sobre los tres elementos, tal como lo realizaria dicho programa. Entonces, para el
elemento 1:

|Fo 1 0 01|
1) |—1 0 O 0|
- 1
[R:] 10 0 0 1] (cl)
lo 0 -1 0]
para el elemento 2:
|F1 00 01|
(2) |O 10 0|
- 2
[R:] |10 0 1 0] (c2)
000 1]
y para el elemento 3:
[0781 0625 00 00 |
[R ](3) |—0.625 0.781 0.0 0.0 I ;
" 7| 00 00 0781 0625] (c3)

00 00 -0.625 0.781J

De acuerdo con la ec.(2.83), las matrices de rigidez, con respecto al sistema global de
referencia, vienen dadas por:

[Ks] = [RT]r [KMIRT]

Finalmente, efectuando la multiplicacion de matrices indicadas en la ecuacion anterior, se
obtiene:
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[00 00 00 00 ]
" 00 700 00 —7o.o|

5] o0 00 00 00 | @h
[o.o ~700 00 700 J
(560 00 -560 00]
] = 00 00 00 o.ol @
s 560 00 560 00]
| 00 00 00 o.oJ
[ 381 305 -381 -305]|
@ | 305 244 -305 —24.4|
] = 381 -305 381 305 | (d3)
|-305 -244 305 24.4J

De acuerdo con la topologia seleccionada, la matriz global del sistema viene dada por:

| 381 305 00 00 -381  -305][U, 0.0
305 (700+244) 00 -700  -305 244V, 00
00 00 560 00 ~56.0 00 ||U, 00
00 ~700 00 700 00 00 |V, |00 ©
381  -305 -560 00 (560+381) 305 ||U, 0.
|-305  -244 00 00 305 244 ||V, 10

d.- Introduccion de las condiciones de contorno

Al introducir las condiciones de contorno, este sistema queda de la siguiente manera:

1 0 00 0 0o v, 00 00
0 944 0 0 -305 —244(V,| |00-305x0—0x0+70.0x0| | 00
0 0 10 O o |u, 00 00
0O 0 01 0 0 |V, | 00 =100 [P
0 305 0 0 941 305 ||U,| |00+381x0+560x0-0x0| | 0.0
0 —244 0 0 305 244 |V, ~10+305x0—0x0—0x0 | |-10

cuya solucion es:

U,=U,=V,=0,V,=-0014286 mm , U, = 0022321 mm , V, =—0083208 mm
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e.- Calculo de las fuerzas en los nodos de los elementos

De acuerdo con la ec.(2.80), las fuerzas en los nodos, con relacion al sistema local de
referencia, de los elementos vienen dadas, en general, por:
{{ui}}
u)

{{fw}}r[mﬂn] [k [[R] 101
(| V][] L0V [RL

Luego, para el elemento 1 se tiene:

(f,] [7000 000 -7000 000][00 10 00 00| 00 | [-10]
Jf L I 000 000 000 0.00H—]_O 00 00 o.oI J—0.014286 :J o.oL
f,| |-7000 000 7000 000|| 00 00 00 10| 0.0 10
f,2 ) Looo 000 0.00 o.ooﬂo.o 00 -10 o.oM 0.0 J [0.0J

para el elemento 2:

(f,] [560 000 -560 000][120 00 00 00| 00 | [-125]

nyzL I 000 000 000 o.ooH 00 10 00 o.oH 00 0.00
T |-560 000 56 000|/00 00 10 00| | 0022321 | 125
f,q] | 000 000 000 000]/00 00 00 10] Lo.osszosJ [o.ooJ

(f,] [625 000 -625 000][ 0781 0625 000 000 000 | (160
nylL_I 000 000 0.00 0.00”—0.625 0781 000 o.ool ~0014286| _| 0,00
Ifo| |-625 000 625 000|| 000 000 0781 0625| | 0022321 | |-160
f,s] [—o.osszosJ [ J

L0.00 0.00 0.00 0.00JL 000 000 -0625 O.781J 0.00

Las fuerzas calculadas vienen expresadas en KN.
f.- Calculo de los esfuerzos

Como ya se mencion6 anteriormente, los sistemas de referencia (elementos 1 y 3) locales
y globales no coinciden. Por lo tanto, para poder calcular los esfuerzos, se debe determinar las
componentes de los desplazamientos previamente calculadas (las cuales estdn asociadas al
sistema global de referencia), con respecto al sistema local de referencia. En forma general, esta
transformacion viene dada por:

[{u ] TIR1 [01]/{u}
Tl o [Rlﬁ{v,}}
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Asi, para el elemento 1 se tiene:

) [o 1 0 o][ 00 | [-014286)
JvlLZI—l 0 0 oI -014286| | 00
vl oo ol a0 ) | oo |

Luego, al igual que en el ejemplo anterior, el esfuerzo viene dado por:

G _E[ 14 l/LH } 70.0[~1/400 1/400]{ 0140286}:+25o MPa

para el elemento 2:

(u,] [1 0 0 0] 00 | [ o0 |
JVZL_O 10 I 0.0 ~ 0.0

u,| |0 0 1 0| 0022321 | | 0022321
v,] |0 0 0 1J [—o.osszosJ [—0.083208J

c

3

G, = E[— 14 ]/L: {uz} —700[-1/500 1/500] {0.0(235321}: +3125 MPa

y para el elemento 3:

(u] [0781 0625 00 00 |[ 00 | [-0008928)
|—0625 0781 00 I ~014286 | _ | 0011157

| 00 00 0781 0625|| 0022321 —0.034573

} [ 00 -0625 0781 J [—0.083208J [0.078940}

0008928
G _E[ y J/L]{ } 700[-1/640 1/640]{_0_034573}=—8.00 MPa

2.9.3.-Ejemplo 2.3. Elemento de viga uniforme de eje recto

En la Fig.e2.3.1a se muestra una viga continua y homogénea , de eje recto, sometida al
estado de cargas indicado. Se desea determinar el campo de los desplazamientos, las acciones que
se ejercen en los extremos de cada uno de los elementos, asi como también las reacciones sobre

los soportes. Para el elemento 1: 1, =100x10° mm*; para el elemento 2: 1, =200x10°mm*;y
para el elemento 3: |, =300x10° mm*. Las cargas son: P, =10KN,P,=20KN,

M, =40KN-m, o =12KN/m. El mddulo de elasticidad para toda la viga es: E=200 GPa, y
L=1.0m.
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Fig.e2.3.1 Viga continua y su discretizacion en elementos finitos.
a.- Discretizacion del dominio

En la Fig.e2.3.1b se muestra la discretizacion de la viga en elementos finitos, la cual esta
constituida por tres elementos de viga de eje recto. La topologia del sistema es:

Elemento Numeracion
Local Global

1 1 1

2 2

2 1 2

2 3

3 1 3

2 4

b.- Construccion de las matrices locales de rigidez

Como se establecid, en la seccion 2.4.2, (ec.2.32), la matriz de rigidez de este elemento es:

[ 12E 6EI 12E 6EI ]
E E E E
f; 6EI 4EI 6EI 2EI ||Va
m | | N L |6 @
f, 12E 6EI 12E 6E1 [|v,
m,| | L L e,
6EI 2E 6EI 4E|
L 2 L N L
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Luego para elemento 1:
0.30

0.30
-0.30
0.30

] -10°

para el elemento 2:
0.60

c.- Ensamblaje de las matrices locales

En este ejemplo, de nuevo, los sistemas de referencia local y global coinciden, y por lo

030 -0.30
040 -0.30
-0.30 0.30

020 -0.30
0.60 -0.60
0.80 -0.60
-0.60 0.60

040 -0.60
0.90 -0.90
1.20 -0.90

0.30
0.20
—-0.30
0.40

0.60
0.40
—-0.60
0.80

0.90
0.60

-0.90 090 -0.90

0.60 -0.90

1.20

(b1)

(b2)

(b3)

tanto no es necesario transformar las ecs. (b), desde el sistema local de referencia al global. De

modo que, de acuerdo con la topologia seleccionada, el ensamblaje de las matrices de rigidez

locales de los elementos conduce a:

[K]=10°

[0.30 0.30 -0.30 0.30 0.00
040 -0.30 0.20 0.00
0.90 0.30 -0.60

1.20 -0.60
1.50

d.- Vector de cargas nodales equivalente

0.00
0.00
0.60
0.40
0.30
2.00

0.00
0.00
0.00
0.00
-0.90
-0.90
0.90

0.00
0.00
0.00
0.00
0.90
0.60
—-0.90

1.20 |

(©)

Como se puede observar, en este caso, las cargas no estan aplicadas inicamente sobre los
nodos, si no que también, se ejercen cargas directamente sobre los elementos, de modo que se

hace necesario construir el respectivo vector de cargas nodales equivalentes.

El vector de cargas asociado a las acciones externas aplicadas directamente sobre los

nodos, es el siguiente:

{F}"={00 00 -200 -400 0.0 0.0 00 0.0}

(d)
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De acuerdo con la seccion 2.8, los vectores de cargas nodales equivalentes para cada
elemento, correspondientes a las acciones que se ejercen directamente sobre los mismos, vienen
dados, tal como se muestra en la Fig.e2.3.2, por:

elemento 1 elemento 2

P =10KN P, =20KN

%L:ZSKN< }—772 SKN PL oy { } PZL:,MN

P

%;&owj‘p L L qt%:aow 2 %:WOKN% L L ?fa =10KN
elemento 3
szZﬁN/m
(’f—L:AMN{ TERE }%:dww
%J%N% _}%:WZKN
Fig.e2.3.2 Vector de cargas nodales equivalentes.
elemento 1:
{f,f' =10°{~5.0 —25 -50 25} (el)
elemento 2:
{f,}"' =10°(-10.0 -5.0 -10.0 5.0} (e2)
elemento 3:
{f,)' =10°(-12.0 —-4.0 -120 4.0} (e3)

Luego, el vector de cargas nodales equivalentes, correpondiente a las acciones que se
ejercen directamente sobre los elementos de la viga, es igual a:

{F,}'=10°{-5.0 -25 -150 -25 -220 10 -120 4.0} )
y finalmente, el vector de cargas nodales equivalentes del sistema es:

{F}'={F} +{F,}'=10°{-5.0 —25 -350 —-425 -220 1.0 -120 40} (o
Asi, el sistema global de ecuaciones de este problema es igual a:
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(030 030 —-0.30 030 000 000 000 000 ]V, ~5.0

0.40 -030 020 000 000 000 000 |[© ~25

0.90 030 -0.60 060 000 0.00 ||V, ~35.0

. 120 -060 040 000 000 [|©, . |-425
10 =10 (h)

150 030 -0.90 0.90 ||V, ~22.0

2.00 -090 060 ||O, 1.0

0.90 -0.90||V, ~12.0

I 1.20 ||@, 4.0

e.- Introduccion de las condiciones de contorno

El sistema global de ecuaciones, modificado por la introduccion de las condiciones de
contorno, viene dada por:

[1.00 0.00 000 0.00 0.00 000 0.00 0.00](V, 0.0
1.0 000 0.00 0.00 000 0.00 0.0||6, 0.0

0.90 030 0.00 0.60 0.00 0.00||V, ~35.0

10 120 000 040 0.00 0.00|0,| . |-425
1.00 0.00 0.00 0.00 ||V, 0.0

2.00 0.00 0.00]||O, 1.0

1.00 0.00]|V, 0.0

I 1.00 (@, 0.0

cuya solucion es:
{Vl 0, V, 6, V; 0, V, ®4}:
{0.0 00 -04115mm -0.3151rad 0.0 0.1915rad 0.0 0.0}

f.- Calculo de las acciones en los nodos de los elementos

Recordando, de nuevo, que los sistemas de referencia local y global coinciden, las
acciones en los nodos de los elementos vienen dadas por:

elemento 1:
f, 030 030 -0.30 0.30 0.0 28915
M| s 030 040 -0.30 020 00 | | 6.0426
f,[ ~ |-030 -030 030 -0.30||-04115 ~2.8915
m, 030 020 -0.30 0.40 ||-0.3151 —0.25969
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Puesto que el elemento esta cargado, a estas acciones en los nodos, habra que sumarle las
acciones en los nodos del elemento de la estructura fija (Fig.e3.2); es decir, el vector final de las
acciones que se generan en los nodos en este elemento es:

f, 2,8915 5.0 7.8915

m, | | 6.0426 25 . | 8.45426

f, [ 28915 [ |50 [| ] 2.1085

m, ~0.25969 | |-25 —2.7597

elemento 2:

f, 060 060 —0.60 0.60 ](-0.4115 ~32.109
M| | 060 080 -030 040 ||-03151 . |-42.240
f, ~0.60 -060 0.60 -060|] 0.0 32.109
m, 060 040 -0.60 0.80 || 0.1915 21.977

Como este elemento también estd cargado, el vector de acciones nodales final es:

f, ~32.109) (100 —22.109
my | _ 5| | 42240 5.0 . | —37.240
= —+ =
f, 32.109 10.0 42.109
m, 21.977 ~5.0 —26.977
elemento 3:

f, 090 090 -090 090 ][ 0.0 17.233
my| [ 090 120 -080 060 |]01915| ;) 22,977
f,( 7 |-090 -090 090 -090[] 00 [ ~ |-17.233
m, 090 060 -090 1.20 || 0.0 11.488

y como este elemento también esta cargado:

f, 17.232 12.0 29.233

m, A 122977 | | 40 . | 26.977
= —+ =

f, ~17.233( " |12.0 ~5.233

m, 11488 | |-4.0 7.488

g.- Calculo de las reacciones

Las reacciones se pueden obtener mediante el equilibrio nodal de las acciones en los
soportes de la estructura. En este caso, el vector de las reacciones viene dado por:
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Nodo 1: 10° {7.8915 8.5426} ; Nodo 2: 10°{71.341 0.0} ; Nodo 3: 10*{-5.2326 7.4884}

2.9.4.- Ejemplo 2.4. Placa en estado plano de tensiones

La placa delgada mostrada en la Fig.e2.4.1a es de acero (E=200GPa, v=0.30) y tiene un
espesor t=0.01m. La carga aplicada actia perpendicular al lado CD. Se desea discretizar el

dominio con elementos triangulares de tres nodos y determinar los desplazamientos nodales y las
deformaciones y esfuerzos generados en los elementos.

Y

W=1200KN/m2

H
n

0.4m

o>
()

Fig.e2.4.1 Placa en estado plano de tensiones. (a) Dominio del problema; (b) Discretizacion
del dominio.

a.- Discretizacion del dominio

Para la solucion del problema se propone la discretizacion del domino de la placa
mostrada en la Fig.e2.4.1b. La topologia del sistema es la siguiente:

Elemento Numeracion
Local Global

1 1 1

2 2

3 3

2 1 3

2 2

3 4

b.- Construccion de las matrices de rigidez
Puesto que el espesor de la placa es muy pequefio, este es un tipico problema de estado

plano de tensiones. Luego, las matrices de rigidez de los elementos se determinan a través de la
expresion dada en la Tabla2.2. Asi, la matriz de rigidez del elemento 1 viene dada por:
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[1.319 0.7143 —-0.5495 —-0.3846 —0.7692 —0.3297]
2.390 -0.3297 -0.1923 -0.3846 —2.198
0.5495 0.0 0.0 0.3297
[k]” =10°
0.1923 0.3846 0.0
Simétrica 0.7692 0.0
I 2198 |
y la matriz de rigidez del elemento 2 es:
[1.429 05357 -0.2198 0.1511 -0.1209 -—0.6868 |
0.9821 0.2060 0.4052 -0.7418 —-1.387
K]? —10° 0.3297 -0.1786 -0.1099 - 0.02747
B 05975 0.02747 —1.003
Simétrica 1.319 0.7143
I 2390 |

c.- Ensamblaje de las matrices locales

El lector habra notado que la deduccion de los coeficientes de la matriz de rigidez, tanto
en el caso de estado plano de tensiones como en el caso de estado plano de deformaciones, en la
seccion 2.4.3, se realizé en base al sistema global de referencia, y por lo tanto el ensamblaje de
las matrices locales de rigidez se efectua directamente de acuerdo con la topologia del sistema
adoptada. Asi, en este caso la matriz de rigidez global viene dada por:

[1.319 0.7143 -0.5495 -0.3846 -0.7692 -0.3297 0.0 0. ]
2.390 -0.3297 -0.1923 -0.3846 -0.2198 0.0 0.0
0.8792 -0.1786 -0.2198 0.5357 —0.1099 -0.02747
[K]=10° 0.7898  0.5357 0.4052 0.02747 -1.003
2.198 05357 -1.209 -0.6868
Simétrica 0.3180 -0.7418 —-1.387
1.319 0.7143
| 2.390 |

d.- Vector de cargas nodales equivalentes
El vector de cargas nodales equivalentes, correspondiente a la carga distribuida sobre el
lado CD se obtiene, como ya se establecio previamente, distribuyendo sus componentes en X y Y,

igualmente entre los nodos 2 y 4; tal como se muestra en la Fig.e2.4.2; es decir:

f=oxL,xt
donde:
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Leo=+/(0.4—0.2f +(0.3-0.0) =0.36055m es la longitud del lado CD. Luego:

Y

frs

0.om

s

|t
B

W f

p

fy
s

fxs

0.4m

Fig.e2.4.2 Componentes del vector de cargas nodales equivalentes.

f=1200x%0.36055x0.01=4236.60N , y por lo tanto:

Luego,
0.3
f =f xcos a=4326.60 x =3600 N
0.36055
0.2
f, =f xsen a=4326.60 x =2400 N
0.36

055

y por lo tanto el vector de cargas nodales equivalentes para este caso es:
{f}={0.0 0.0 1800 1200 1800 1200 0.0 0.0}

Entonces, el sistema global de ecuaciones correspondiente a este problema viene dado por:

e.- Introduccion de las condiciones de contorno

U, (1319 07143 -0.5495 -0.3846 -0.7692 -0.3297 0.0 0. 0.0
Vv, 2390 -0.3297 -0.1923 -0.3846 -0.2198 0.0 0.0 0.0
u, 0.8792 -0.1786 -0.2198 0.5357 -0.1099 -0.02747 ||1800
v, _1g° 0.7898 05357  0.4052 0.02747 -1.003 ||1200
U, 2198 05357 -1.209 -0.6868 ||1800
V, Simétrica 03180 -0.7418 -1.387 ||1200
u, 1.319 0.7143 || 0.0
v, i 2.390 || 0.0

Los desplazamientos de los nodos 1 y 3 son iguales a cero y por lo tanto, la introduccion
de las condiciones de contorno en el sistema anterior conduce a:
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u, [1.319 07143 00 0.0 00 00 00 0. 0.0
v, 2390 00 00 00 00 00 00 ||00
u, 1.0 00 00 00 00 0.0 ||1800
v, _10° 1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 |J1200
U, 1.0 0.0 00 0.0 ||1800
V, Simétrica 1.0 00 00 [[1200
u, 1.319 0.7143|| 0.0
v, 2.390 || 0.0

cuya solucion es:

{ul Vi U, V, Uz V3 U, V4}:
10°{0.0 0.0 0.34775 0.67321 0.0 0.0 -0.036861 0.34766}

f.- Calculo de las deformaciones en los elementos

Puesto que las funciones de aproximacion del elemento de tres nodos son lineales en X y Y,
la deformacion en cualquier punto del mismo es constante y se determina mediante la ec.2.49; es
decir:

ul
Vl
€, b, 0 b, 0 b, O y
ey:io ¢, 0 ¢, 0 ¢ °?
2A v,
Vxy 1 bl C, bz C; G4
u3
V3
Luego, para el elemento 1:
0.0
0.0
€, -25 00 25 00 00 0.0 0.8694
10.34775 "
e, r=| 00 -50 0.0 00 0.0 50/10 =10 0.0
’ 0.67321
Yy -50 -25 00 25 50 0.0 0.0 1.683
0.0
y para el elemento 2:
0.0
0.0
€, -375 00 125 00 25 00 0.3425
| 0.34775 "
e, r=| 00 -25 00 -25 0.0 50/10 =107+0.05528
Y 0.67321
Yy -25 -375 -25 125 50 25 0.6570
—0.036861
00.34766
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g.- Calculo de los esfuerzos en los elementos

El calculo de los esfuerzos en los elementos se realiza, mediante la ec.2.50; es decir:

« . 1 v 0 |le,
v (T2 \Y% 1 0 [e,
Ty 0 o0 1V|lve
L 2 |
Luego, para el elemento 1 se tiene:
o, 1v 0 €, .,/ 1 03 0 0.8694 1.911
o, =1 E ~lv10 g, 2100813(2) 03 1 0 [10°{ 0.0 }=10°0.5732
vl T oot Vv Lo o o3s] 1683 1.295
L 2
y, finalmente para el el elemento 2:
o, 1v 0 €, /1 03 0 0.3425 0.7893
c, = E v1o0 € 200107 03 1 0 [107°:{0.05528}=10°{0.3473
Yo1-v? Y1 1-0.3°
Ty 00 1-v |7y 0 0 035 0.6570 0.5054
L 2 |

2.10.- El método directo en problemas no estructurales

Mediante el método directo también es posible resolver problemas de naturaleza distinta a
la estructural, tales como los problemas de redes, tanto de flujo de fluidos en redes de tuberias
(Fig.2.26a), como de flujo de corriente en redes eléctricas (Fig.2.26b).

Como se vera a continuacion, en cada uno de estos problemas, la matriz de “rigidez” local
tiene la misma forma que la del elemento axial anteriormente deducida aunque, l6gicamente, en
cada caso dicha matriz tiene un significado fisico diferente.

(o)

Fig.2.26 Representacion esquematica de redes. (a) Red de tuberias; (b) Red eléctrica.
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2.10.1.- Flujo en redes de tuberias

En la Fig.2.27a se muestra el dominio de un problema correspondiente al flujo laminar
(R, <2000 ; R,: nimero de Reynolds), completamente desarrollado, de un fluido incompresible,
a través de un tubo de diametro D (constante) y longitud L.

Presion Presion

de cle
entraca P \ / salida Po
Q] — = e D o — = Qp —=— Xp
Flujo J Flujo
de

de .
entrada | | salida

Q1 Qs X

o>

Fig.2.27 Flujo de fluidos en un elemento de una red de tuberias. (a) Representacion
Esquematica de un elemento; (b) Discretizacion del dominio.

En la Fig.2.27b se muestra la discretizacion del tubo mediante un elemento
unidimensional de dos nodos por elemento. De la teoria basica de la mecanica de los fluidos se
sabe que:

nD*

donde Q es el flujo del fluido, p es su viscosidad y P, y P, representan las presiones en los
puntos nodales 1 y 2, respectivamente.

Sea Q'® el flujo en el elemento genérico (e). Luego, asumiendo que el flujo de entrada al
nodo 1 es positivo, se tiene:

nD*
y, por lo tanto, en el nodo 2, el flujo sera:
nD*

en notacion matricial, las ecs.(2.101) y (2.102) se escriben:
D [1 -1]P
g ! (2.103a)
Q,] 128uL[-1 1 || P,

{Q) =[lP} (2.103b)

o, en forma compacta:
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donde:
{Q}: es el vector de flujos nodales, [i]: es la matriz de “rigidez” y {P}: es el vector de presiones

nodales.
Notese que el sistema de la ec.(2.103a) es similar al sistema dado por la ec.(2.6), donde:

(e)
. nD*
«® :(128HI_J (2.104)

2.10.1.1.- Ejemplo 2.5. Red de tuberias

Sea la red de tres tubos mostrada en la Fig.e2.5.1a. Las presiones en los tres nodos
exteriores son P, =140KPa , P,=130KPa y P,=110KPa. La viscosidad del fluido es
p =001 Pa-sg. Se trata de determinar la presion en el nodo 2 y el flujo en los tubos.

a.- Discretizacion del dominio

La discretizacion de la red se muestra en la Fig.e2.5.1b y la topologia asociada a la misma
es:

D =0025m
2

L,=750 m

E =140 Kpa
% =130 Kpa

D,=0.06 m ~

L, = 1500 m

Fig.e2.5.1 Red de tres tubos. (a) Definicion de las variables de la red; (b) Discretizacion del dominio.

Elemento Numeracion
Local Global

1 1 1

2 2

2 1 2

3

3 1 2

2 4

b.- Construccion de las matrices locales de “rigidez”

Para el elemento 1 se tiene:
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(1) 4
D* 0.06 m°
T . ) NP
128uL) ~ 128x 0.01x1500 N-s

para el elemento 2:

(2) 4
D* 0.025 m®
Dt 1T w0025 g0
128 uL 128 x 0.01x 750 N -sg
y para el elemento 3:
(3) 4
D* 0.03 m®
T __ 003 199,10
128 uL 128 x 0.01x 1000 N -sg

Luego, las matrices de “rigidez” para los tres elementos vienen dadas por:

elemento 1:
1 -1 @ @
0212 %1077 { le(l)} = {Ql(l) (a)
-1 1 P, Q,
elemento 2:
r 1 _1—| P(Z) (2)
0128x10°) ) 1l oy [ = glm (b)
2 2
elemento 3:

1][p® Q.
lEel-16)

0199 x 10{_11 1 }

c.- Ensamblaje de las matrices locales

De acuerdo con la topologia seleccionada, el sistema global de ecuaciones es igual a:

[ 0212 -0212 0.00 000 |[P] [Q]
107| -0.212 (0.212+0.0128+0.0199) -0.0128 -0.0199 | P, Q, L q
| 0.00 —-0.0128 0.0128 000 ||P,| |Q, @
L 0.00 —0.0199 0.00 0.0199 J{P“J {Q 4J
d.- Introduccion de las condiciones de contorno
Introduciendo las condiciones de contorno en el sistema (d) se obtiene
10 00 00 00|[R 1400 x10°
00 02447x107 00 00||P, 0.0 +(0.212 x 140 + 0.0128 x 130 + 0.0199 x 110) x 10™*
0.0 0.0 10 00||P,[ 130.0 x 10°
00 00 00 10||P, 1100 x10°
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10 00 00 00](P,) [ 1400x10° |
00 02447x107 00 00||P,| |33533x10™*
0.0 0.0 10 00(|P,[ | 130.0x10° | (©)
00 0.0 00 10||P,| | 1100x10° |

Luego:
P, =137.04 KPa

e.- Calculo del flujo en los nodos de los elementos

El flujo en cada tubo se determina a partir de la ec:(2.103a) evaluada en cada elemento.
Luego, para el elemento 1:

0912 10_7F 1 -1]| 1400x10° Q"
. X =
[—1 1 J 137.04 x10° Q,"

m?® m®
QY; =62752%10°° 9 QY, =—62.752x10° 0
elemento 2:
S 1 -1]J137.04x10°| | Q,?
0128x10 L J s (=1~
-1 1 |1300x10 Q,
m?® m®
Q=9011x10° " - Q¥ =-9011x10°
elemento 3:
S 1 -1]j137.04x10°| | Q,”
0199x10 L J 2 (=)~
-1 1 ||1100x10 Q,
m?® m°®
Q,? =53809%10° — Q,? =—53809%x10° —
sg ¢

En la Fig.e2.5.2 se indican los sentidos de los flujos calculados, y se puede observar que,
obviamente, se verifica que: Q(l) = Q(Z) + Q(s).

Q7= 53.809x10° m’

Sg

Fig.e2.5.2 Sentidos de los flujos en los elementos de la red.
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2.10.2.- Flujo en redes eléctricas

La idea de definir una trayectoria de flujo como un elemento finito de una red de flujo de
un fluido, puede también aplicarse a redes eléctricas de corriente directa. Asi, un elemento
conductor de corriente de una red eléctrica, puede verse como un elemento finito, tal como se
muestra en la Fig.2.28. Las caracteristicas fisicas de un elemento de este tipo se obtiene mediante
la ley de Ohm.

(e)

1 A 2
H —_— NG N — = Iy
v, Vy

Fig.2.28 Modelo de un elemento finito de una resistencia eléctrica.

Procediendo de forma andloga a la utilizada en el flujo de redes de tuberias, los voltajes
V, Yy V, desempefian el mismo rol de las presiones nodales y la corriente I, reemplaza al flujo Q.

De acuerdo con la ley de Ohm, la caida de voltaje, V, a través de la resistencia R, esta
relacionada con la resistencia y con la corriente I, mediante la formula V =R 1. Luego para el
elemento de la Fig.2.28, se tendra:

|:1(v -V, ) (2.105)
R 1 2 .

Como en el caso del flujo a través de una tuberia, un decremento de voltaje a través de la
resistencia, desde un punto 1 al punto 2, produce una corriente con flujo positivo desde el punto 1
hacia el punto 2. Entonces, evaluando la ec.(2.105) en los nodos 1 y 2 se obtiene:

1, :%(v1 -V,) (2.106a)
I, = %(v2 -V,) (2.106b)

L] 1] 1 -1V,
DA v

De nuevo, notese la similitud entre este sistema y el dado por la ec.(2.6), donde ahora:

(e)
o _[1
O (2.108)

o en forma matricial:

2.10.2.1- Ejemplo 2.6. Red eléctrica

Considérese la red eléctrica mostrada en la Fig.e2.6.1a. Supongase que en el nodo 1 hay
un potencial de 20 voltios, y que el nodo 2 estd conectado a tierra (i.e., 0 voltios). Se desea
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determinar los voltajes en todos los puntos nodales y las intensidades de corriente a través de
todas las resistencias.

a.- Discretizacion del dominio

La discretizacion del dominio de la red se puede observar en la Fig.e2.6.1b.

2 @ 4+ ©® s

@)l

W ® > ®
(a) (b)

Fig.e2.6.1 Definicion de las variables de la red eléctrica y discretizacion del dominio.

La topologia del sistema es la siguiente:

Flemento Numeracion
Local Global

1 1 1
2 3

2 1 2
4

3 1 3
2 4

4 1 3
2 5

5 1 4

b.- Construccion de las matrices locales de “rigidez”
Evaluando el sistema de ecuaciones (2.107) en cada elemento de la red, se obtiene:

elemento 1 elemento 2
0os| 1 —ﬂ{vﬁ“} {lf“} oeol —ﬂ{vﬂ} {ll@)}
. L—l 1J v, [~ : L_l 1J v,o [,
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elemento 3 elemento 4
1)) 19 f1oalfve] [,
0.20 tor=9" 2.00 tor=y 1t
. L—l L J v,@ [T : L_l 1 J Ve[,
elemento 5 elemento 6

— (5) (5) _ (6) (6)
0.25“ v, 0125F1 v
L_l 1J V2(5) |2(5) L_l 1J V2(5) |2(5)
c.- Ensamblaje de las matrices locales

De acuerdo con la topologia seleccionada, el sistema global del problema propuesto viene
dada por:

[ 025 0.00 —0.25 0.00 0.00 000 [V, l,
000 050 0.00 ~050 0.00 0.00 (VAR
-025 000 (025+0.20+200) -020 200 0.00 (VAR
000 -050 -0.20 (050+0.20+0.25) 0.00 -025 v, [ 1,
000 000 -2.00 0.00 (200+0125) 0125 ||V,| |l
| 000 000 0.00 -0.25 0125  (0.25+0125) |V, I,

d.- Introduccion de las condiciones de contorno

Después de introducir las condiciones de contorno, el sistema de ecuaciones anterior se
transforma en:

100 000 000 000 0.0 000 |V, 20.00 200
000 100 000 000 0.00 000 |1V, 0.00 0.0
000 000 245 -020 -200 000 ||V, 00+ 0.25%x20.0-0.0x0.0 50
000 000 -020 0950 000 025V, 00-00x200+05x00 | | 00
000 000 -200 O 2125 -0125|| V, 00-0.0x200-0x00 00
1000 000 000 -025 -0125 0375 ||V, 00-00x200-0x00 00

cuya solucion es:
V,=200v,V,=00v,V,=11642 v, V,=4179 v, V, =11343 v, V, = 6567 V.
e.- Calculo de las intensidades de corriente en los nodos de los elementos

Las corrientes se obtienen evaluando, a nivel de cada elemento, la ec.(2.107); es decir:
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elemento 1:

[1 —ﬂ{ 20.0} |,
025| 1 1 Jl11eaz[ = )1

2

1Y =2.089 amps.  ; 1,'Y = —2.089 amps.
elemento 2:
osor 1 -1]f000| 1,2
' L—l 1 J 4179)  |1,?
1, = —2.089 amps. ; 1,'? = 2,089 amps.
elemento 3:
000| —11{11642} {ll“)}
' L—l 1J 4179 1,®
19 =1493 amps.  ; 1, = -1493 amps.
elemento 4:
ool b ] {11642} {IJ‘”}
' L—l 1J 11343 1,
1 = 0598 amps. ; 1, = -0598 amps.
elemento 5:
00| 1 —11{4179} {lf’)}
' L—l 1 J 6567) |1,
1, = —0597 amps. ; 1, = 0597 amps.

y, por ultimo:

elemento 6:

0125“ ~11(11343] 1,
L—l 1 J 6567  |1.®

2

1, = 0597 amps. 1, = —0597 amps.

2

En la Fig.e2.6.2 se muestran los sentidos de las intensidades de corriente calculadas.



1 ) 3 ) 8
| ’=2.089 | '=0.597

Fig.e2.6.2 Sentidos de las intensidades de corriente en los elementos de la red eléctrica.
2.10.3.- Conduccion de calor unidimensional

Considérese la barra mostrada en la Fig.2.29, la cual se supone que es térmicamente axial.
El problema consiste en determinar la relacion entre las temperaturas T, y T, y el flujo de calor

Q, Yy Q, en los puntos nodales.

Q, - - Q,

— = ) ——

\ |
\ L \
Fig.2.29 Conduccién de calor en un elemento unidimensional.
En este caso, la relacion constitutiva es la conocida ley de conduccion de calor de Fourier:

dT
=—k, — 2.109
9=k g (2:109)
donde q, es el flujo de calor por conduccion por unidad de area (W/ mmz) y Kk, es el coeficiente

de conduccion de calor (W/ mm?° C). Algunas veces, kK, =Kk (X).
La transferencia total de calor conductiva en la direccion axial viene dada por:

Q,=-k, Axd—T (2.110)
dx
donde Q, =0, A, y A, es el area de la seccion transversal perpendicular a la direccion del flujo
de calor (mmz).

Puesto que la temperatura varia linealmente a lo largo de la direccion axial, y consistente
con el desarrollo previo del elemento axial, la distribucion de temperaturas en este elemento viene
dada por:
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r(l—%) %HE} (2.111)

dar [ 1 1T
T U{TZ} (2.112)

luego,

Sustituyendo la ec.(2.112) en la ec.(2.110), se obtiene:

__kA, [-1 1] K
Q= T

i 2} 2.113)

Evaluando esta expresion en los nodos 1y 2 del elemento y notando que Q, representa el
calor que sale del elemento (i.e. ,Q, = —Ql), se obtiene:

kA1 -1T,
=225 U @ns
Q, L |-1 1T,
De nuevo, notese que este sistema es similar al sistema dado por la ec.(2.6), donde ahora:

k A (e)
K“’:( X|_ j (2.115)

2.10.3.1.- Ejemplo 2.7. Flujo de calor unidimensional

Considérese una placa de longitud L en la direccioén del flujo de calor (direccion X). Se
supone que las dimensiones de la placa, tanto en la direccidon Yy, como en la direccion z, son muy
grandes comparadas con la direccion X. La Fig.e2.7.1a ilustra la geometria del problema.

Y longitud infinita en
W la direccion Y

O, @,

r
I I
L oy j-— L ——

/ f (b)

longitud infinita en
la direccién Z
(a)

z

Fig.e2.7.1 Fluyjo de calor en una placa infinita. (a) Dominio del problema;(b) Dis-
cretizacion del dominio con dos elementos unidimensionales lineales.
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Sea la longitud de la placa en la direccion del flujo de calor L = 50 mm, el coeficiente de
conduccion de calor k, =025 W/mm?°C,A =dy-dz=1mm?® La temperatura del lado
izquierdo de la placa (X = 0), se mantiene a una temperatura de T, =100°C, mientras que en el
lado derecho de la misma se consideraran los siguientes casos:

a.- T, =25°C (Temperatura prescrita)
b.- Q,, =0W (Condicién de contorno de aislamiento)
c.-Q,, =030W (Flujo de calor prescrito).

El objetivo de este problema consiste en determinar la distribucién de temperatura para las

tres condiciones de contorno especificadas.

a.- Discretizacion del dominio

La discretizacion de la placa se muestra en la Fig.e2.7.1b y consta de dos elementos de la
misma longitud, de dos nodos por elemento. La topologia del sistema es:

Elemento Numeracion
Local | Global
1 1 1
2 2
2 1 2
3

b.- Construccion de las matrices locales de “rigidez”

Con esta discretizacion se tiene:

(kx AX)(l) ~ (kx AXJ(Z)  025x10

=001 W/°C
L L 25

c.- Ensamblaje de las matrices locales

Puesto que los elementos tienen las mismas propiedades geométricas y térmicas, y los
sistemas de referencia locales y global coinciden, la matriz global del sistema es, directamente:

[10 -10 o.oUTlL JQll

0.01|—10 20 —lOI T, =10Q,

(a)
| 00 -10 loﬂTsJ Q3J

d.- Introduccion de las condiciones de contorno

La solucién al problema propuesto se obtiene introduciendo las condiciones de contorno
correspondientes a cada caso. Asi, se tiene:
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d1.- Caso 1: Temperatura prescrita

|F10 00 o.oUTlL ! 100.0 L Jloo.oL

| 00 002 00 | T, 0.0+ 0.01x100.0+ 0.01x 250 125 (b)
|00 00 10| T3J [ 25.0 } [ 25.0
es decir,
T, =6250°C
Luego el vector de temperaturas nodales “aproximado” es:

T,=1000°C, T, =6250°C y T, =250°C. Es facil verificar que la solucion exacta de este
problema viene dada por:

T(x) =100-15x (c)

Como puede notarse, la solucion aproximada obtenida a través del mef, coincide con la solucion
exacta.

el.- Calculo del flujo de calor en los nodos de los elementos

El flujo de calor en los nodos de los elementos se determina mediante la ec.(2.110). De
este modo se tiene que:

elemento 1:
00 [10 -101[1000] |Q,”
'lL—lo loJ 625) |Q,"
Q,”=0375W : Q,"” =—0375W
elemento 2:
00 [10 -10]/625| |Q,?
' 1{-10 10J 250]  |Q,"?
Q,? =0375W ; Q,'”? =—0375W

d2.- Caso 2: Condicion de contorno de aislamiento

|Flo 00 00 U TlL J 1000 uloo.ol
100 002 -00L[{T,r=100+001x1000(4 10 (d)
|00 001 001]|T, 0.0-0.0x100.0 J [ 0.0

La solucion de este sistema de ecuaciones es: T, =T, =100°C. De nuevo, la solucion
aproximada obtenida mediante el mef coincide con la exacta la cual viene dada por: T(x) =100.0.
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e2.- Calculo del flujo de calor en los nodos de los elementos

00 [10 -10]f1000] |Q,”

' 1L—lO loJ 1000/ |Q,"
QY =00W ; Q,”=00wW
00 [10 -101f1000| |Q,?

' 1[—10 10J 1000/ (Q,”?

Q,”=00wW ; Q,'”? =00W

elemento 1:

elemento 2:

d3.- Caso 2: Flujo de calor prescrito

|F10 00 0 UnL ! 100.0 uloo.oL
100 002 -001)T,(=9 0+001x1000 1 10 (e)
100 001 0.01J[T3J [—0.3—0.0x100.0J [—o.sJ

La solucion de este sistema de ecuaciones es: T,=100.0,T, =700°C y T, =40.0°C, la
cual coincide con la solucidon exacta:

T(x) =100—-12x (9

e3.- Calculo del flujo de calor en los nodos de los elementos

00 [10 -101[1000] |Q,”
'1L—10 loJ 700] |Q,”
Q.Y =030W ; Q,”=—030wW
00 [10 -10]/700| |Q,?

' 1{—10 loJ 400/ |Q,?

Q,?=030W ; Q,? =-030W

elemento 1:

elemento 2:

Es importante destacar que los casos b y ¢ representan, en realidad, la misma situacion:
flujo de calor prescrito, pudiendo verse el primero como una particularizacion del segundo.
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Por ultimo, es importante destacar que en esta serie de ejemplos, las condiciones de
contorno se introdujeron del mismo modo como se hace a través de un programa computacional;
es decir:

a.- Se construye la matriz global, ensamblando las matrices locales de todos los elementos.

b.- Se anulan las filas y las columnas de la matriz global asociadas a las variables prescritas y se
coloca el valor 1.0 en la diagonal.

c.- El vector término independiente se construye del siguiente modo:

c.1.- Al vector ya existente, se le suman las columnas de la matriz global asociadas a las variables
prescritas multiplicadas por el valor de las mismas pero con signo cambiado.

c.2.- En la posicion asociada a la variable prescrita se coloca el valor de la misma.
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IIL.- ELEMENTOS Y FUNCIONES DE INTERPOLACION
3.1.- Introduccion

En el mef, una vez que se ha discretizado el dominio de un problema dado, el campo de
la(s) variable(s), (y posiblemente el de sus derivadas), involucradas en el mismo, se aproximan
mediante funciones de interpolacion, expresadas en términos de los valores nodales de la variable
dependiente vy, si ese es el caso, el de sus derivadas.

Usualmente, se requiere que las funciones de interpolacion sean compatibles y
completivas. El primer requerimiento asegura que la aproximacion seccionalmente continua de la
variable dependiente, sea continua; es decir, en los contornos inter-elementos, dicha variable debe
ser continua. Los elementos cuyas funciones de interpolacion satisfacen este requerimiento se
denominan “compatibles” o “elementos conformes”. Para satisfacer el segundo requerimiento, las
funciones de interpolacion deben seleccionarse de tal modo que si en el problema en estudio, la
variable dependiente es una constante, ésta debe ser también, constante en la solucion via el mef.
Algunos problemas en mecénica de los sélidos pueden necesitar que en la solucion a través del
mef, aparezcan desplazamientos de cuerpo rigido (desplazamiento constante en todo el cuerpo), y
un estado de deformacion constante (primera derivada del desplazamiento constante sobre el
cuerpo). La condicién completiva es necesaria para asegurar que la solucion aproximada via el
mef converja a la solucioén exacta, cuando el nimero de elementos presentes en la discretizacion
aumenta (refinamiento de la malla). Los elementos que satisfacen este requerimiento se dicen
“elementos completos”.

3.2.- Elementos unidimensionales

Para la gran mayoria de elementos, es posible construir sus respectivas funciones de
interpolacion empleando los conceptos basicos de la teoria de interpolacion polinomial. En esta
seccion se presentara los fundamentos de dos funciones de interpolacion clasicas: la basada en los
polinomios de interpolacion de Lagrange, y la basada en los polinomios de interpolacion de
Hermite.

3.2.1.- Elementos de Lagrange

En la Fig.3.1 se muestra un elemento unidimensional, lineal, de dos nodos por elemento.

(e)
Sobre este elemento, la aproximacion de la variable u (x) vendra dada por:

(3.1)

(e) a,+a,Xx X; SX<X,
u(x)= .
0 en cualquier otra parte

Sobre el elemento la funcion de interpolacion es lineal; fuera del mismo es igual a cero.
(e)
La evaluacion de u(Xx) en los puntos nodales, conduce a:

U, =a,+a, X 3.2)
u, =2a,+a,Xx, '
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(e)
donde U, y u, son los valores de la variable u(x) en los nodos 1y 2, respectivamente.

ueo

(e>
U

\

|

|

|

\

L 0Go=0
(e |

! /

Fig.3.1 Elemento unidimensional lineal y sistema global de referencia.

Resolviendo el sistema (3.2) para a, y a, , se llega a:

u, X, —U, X
al — 172 21
X, =%y
(3.3)
u,—u
a, =2 1
Xy =X
Sustituyendo las ecs.(3.3) en la ec.(3.1), después de agrupar términos, se obtiene:
(e) X, —X X=X,
u(x)= u, + u, vV X, <X<X, (3.4)
Xy =X Xy =X

Como se puede apreciar, la interpolacion polinomial en el elemento (e), es una funcion de

(e)
las coordenadas nodales, la longitud del elemento y de los valores nodales de la variable u(x). La
ec.(3.4) puede escribirse de la siguiente forma:

(e)
u(x) =N, u, ; i=12 (3.5)
donde:
(e) X, =X (e) X=X,
Ny=—""7", Nop=—"— X, SX<X (3.6)
Xz _Xl Xz _Xl

Notese que la ec.(3.4) satisface las condiciones de contorno del elemento (), y las funciones de
(e)
interpolacion N, son continuas, linealmente independientes y completas sobre el elemento.
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Puesto que las funciones de aproximacion se dedujeron a partir de la ec.(3.1), de tal
(e) (e) (e) (e) (e)
manera que U(X)=U, en el nodo 1,y u(x)=u, en el nodo 2 (i. e., interpola el valor de u(x)

(e) (e) . . ., -
entre U; Y U, ), dichas funciones reciben el nombre de funciones de interpolacion de la familia

de Lagrange y los elementos finitos asociados se dice que pertenecen a la familia de elementos

(e)
finitos de Langrange. Ademas de la propiedad de N, =0 fuera del elemento, estas funciones
tienen las siguientes propiedades:

I(\el) 1 Si i=j 37
(=14 si Q%] (3.72)
2 (e)
N, (x) =1 (3.7.b)
i=1

La primera propiedad es el resultado de la interpolacion y puede apreciarse, graficamente,

en la Fig.3.2.
1.0 1.0
(e) (e)

} N, N> }

\ \

\ \

. X | '3 X
><1 ><2 ><1 ><2

Fig.3.2 Funciones de interpolacion de un elemento unidimensional lineal.

La segunda es el resultado de incluir un término constante en la aproximacion. En otras
(e) (e)
palabras, la primera propiedad implica que la ec.(3.4) satisface las condiciones u(xl) =uU, y

(e) (e)
u(xz): U, y que las funciones N, son linealmente independientes, y la segunda propiedad

permite modelar problemas en los cuales la variable dependiente u(x) es constante en un intervalo
( un elemento); es decir, U, =u, = U, luego:

u=N,u; +N,u, =u(N, +N,)
1=N,; +N,

Es importante hacer notar que la deduccion de las funciones de interpolacion no depende
del problema en estudio, si no del tipo de elemento (geometria, nimero de nodos, etc.)

3.2.1.1.- Coordenadas naturales

En vez de deducir las funciones de interpolacién con relacién al sistema global de
referencia, es mas conveniente hacerlo con respecto de un sistema local de referencia &, el cual
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tiene su origen en el centro del elemento y esta escalado de tal modo que &= -1 en el nodo
izquierdo del elemento y & =+1 en el nodo derecho del mismo. En forma general, este tipo de
transformacion viene dada por la transformacion lineal:

2X = (X +X,)

S=——p 3.8)

e

donde X, y X, son las coordenadas globales de los nodos izquierdo y derecho, respectivamente,
del elemento (e), y h, =X, —X, es la longitud del elemento. La coordenada & se denomina
coordenada normal (o natural) para significar que es una coordenada normalizada (adimensional)
cuyos valores estan siempre entre -1 y +1. La ec.(3.8) transforma los puntos x (Xl <x< X2) en
los puntos & (1< & <+1).

El sistema coordenado normal es conveniente por dos razones: (1) facilita la construccion
de las funciones de interpolacion y (2) facilita la integracion numérica de los coeficientes de las
matrices locales de rigidez.

La deduccion de las funciones de interpolacion de Lagrange, en términos del sistema
coordenado natural, estd basado en que dichas funciones satisfacen, como ya se establecid
anteriormente, la propiedad:

0 si i#]

Wi(aj):{l *or= (3.9)

donde §&; denota la coordenada j-¢sima del elemento. Para un elemento con n nodos,

v, (i =12, -,n) son funciones de grado n-1. Para construir y; de tal modo que satisfaga la
ec.(3.9), se procede de la siguiente manera:
Para cada y; se forma el producto de n-1 funciones lineales &—E&;

(j=1,2,i=1,i+1,--n;j=i):

Vi = Ci(&.:_ gl)(& - iz)(&_ iifl)(i— §i+l)““(E_>_ gn) (3.10)

Notese que ; es cero en todos los nodos excepto en el nodo 1.
A continuacion se debe determinar la constante C,, de tal modo que y, =1len {=¢&;:

Ci :[(éi _&1)(éi _az)"'(ii _ai—l)(éi _gm)"'(éi _Em)]il (3-11)

Entonces, la funcion de interpolacion asociada al nodo 1, viene dada por:

(g-g)E-g) (ai_—ai_l)(ai —&.)-(&-8,)

\Vi(‘i) (é_il)(é_éz)(é @—1)(@‘@4)"'(&_@) (3.12)
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La Fig.3.3 muestra las funciones de interpolacion lineal, cuadratica y cubica, expresadas
en términos de la coordenada natural (para nodos igualmente espaciados), y en la Fig.3.4 se puede
apreciar la representacion grafica de las mismas.

Como se vera mas adelante, el calculo de los coeficientes de las matrices locales involucra
las derivadas e integrales de las funciones de interpolacion con relacion a la coordenada global x.
Puesto que ahora las funciones de interpolacion , estan expresados en términos del sistema
coordenado natural, se requiere una transformacion del tipo:

x =f(&) . &=09(x) (3.13)

I F
o
1 he 1
£=-1.0 £=+1.0
X=X X=Xg
¢ ¢ ¢
\ \ \
1 2 1 2 3 1 2 3 4
Cad o) [Cap)
Y =1/2(1-¢) Vv =—¢/2(1-¢) Vi =-9/16(1-6)(1/3+6)(1/3-¢)
Vo =1/2(1+¢) Vo =(1+6)(1-¢) Vo =27/16(1+£)(1-£6)(1/3—¢)
Vi =¢/2(1+¢) V3 =27/16(1+6)(1-6)(1/3+¢)

V4=-9/16(1/3+&)(1/3-€)(1+¢)

Fig.3.3 Familia de funciones de interpolacion de Lagrange; caso unidimensional.

1.0 1.0
Vi Yo
\ \
¢ ¢
-10 00 +10 10 00  +10
[€e))
10 1.0 \G 10
v
| A ? \
4 ¢ ¢
-10 0.0  +1.0 10 00  +10 “10 0.0 +10
(o
1.0 1.0 v, 10 ¥y 1.0
¥ Yy
\ \ \
¢ ¢ ¢ ¢
-10 00  +1.0 ~1.0 0.0  +10 -10 00  +1.0 “10 00  +1.0

()

Fig.3.4 Representacion grafica de las funciones de interpolacion de elementos unidimensiona-.
les; (a) elemento lineal; (b) elemento cuadratico; (c) elemento cubico.
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La ec.(3.8) es un ejemplo de las funciones f(i) y g(x):

f(§)=%(ihe+xl+xz) (3.14a)
g(x) =w (3.14b)

e

En este caso f(i) y o(x) son funciones lineales de & y x, respectivamente. La

transformacion dada por las ecs.(3.14) puede escribirse en términos de las funciones de
interpolacion:

x= Y xu(8) (.15)
i=1
Luego, de la ecuacién anterior:
dx=(2xi %Jdaﬂda (3.16)
o dg
donde J es el Jacobiano de la transformacion,
r d\']
J=>) x —/ 3.17
Z e (3.17)

y finalmente, términos como dy, /dX se pueden obtener mediante:

dy, _dyide 1 dy; 4. dy,
dx dg¢ dx dx/dg dg dg

(3.18)

3.2.1.2 Ejemplo 3.1: Distribucion de temperatura en un elemento unidimensional

Supéngase que el estudio de la distribucion de temperatura en una aleta se realizo
mediante una malla de elementos unidimensionales y que la solucidn indica que la temperatura en
los nodos i e i+1, del elemento k, es 50 °C y 150 °C, respectivamente, tal como se esquematiza en
la Fig.e3.1.1. Se desea determinar la temperatura en un punto situado a 0.40 mts. del origen
coordenado, y el gradiente de temperatura en el interior del elemento.

Para determinar la temperatura en el punto requerido, en primer lugar, habra que efectuar
el respectivo cambio de coordenadas. Asi:

X =¥, X, +¥,X, (a)

0.40 = %(1— £)0.10+ %(1+ £)0.60 =  £=0.20

T=¥T,+¥,T,= %(1— £)50 + %(1+ £)150

T=110°C
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Fif.e3.1.1 Distribucion de temperatura en un elemento unidimensional lineal.
El gradiente de temperatura viene dado por:

dr _drds
dx d§ dx

De la ec.(a), se tiene:

dx d¥, d¥

—=—"1x, +—*%x, = —-050x0.10+0.50x0.60=0.25
dg dg dg
y por lo tanto:
e_1 _
dx 025
Finalmente:
aT 8 8 o n0.0°crm
dx dg dg

3.2.2.- Elementos de Hermite

Asi como los polinomios de Lagrange permiten obtener funciones de interpolacion de
diferente orden, cuando los valores del campo de la variable primaria estan especificados en los
nodos, los polinomios de Hermite permiten construir funciones de interpolacién cuando tanto los
valores de la variable primaria como el de sus derivadas estan especificadas en los nodos

Para ilustrar una aplicacion simple de los elementos de Hermite, supéngase que se desea
construir las funciones de interpolacion de un elemento unidimensional, de dos nodos por
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elemento, con la variable u y el de su derivada (du/ dX) , especificadas como grados de libertad en

cada nodo.

d d
UW; i)w U2;<ﬁ>2
(e

Fig.3.5 Elemento unidimensional ciibico de Hermite.
Un elemento de este tipo es llamado elemento cUbico de Hermite y las funciones de

interpolacion asociadas se denominan funciones de interpolacion cubicas de Hermite. Puesto que
este elemento tiene cuatro grados de libertad, se tiene que la aproximacion de u vendra dada por:

u,=a,+a,&+a,t” +a,&’ (3.19)

dondeg es la coordenada local. Los parametrosa; deben evaluarse en términos de los valores
nodales de u, y de du,/dx. Luego, se tendra que:

(e) due (e)
u,(0)=u,=a, : ™ (0)=u, =a, (3.20a)
(e) 2 3
ue(he)zu3 =a,+ah,+a,h%+ah, (3.20Db)
y por lo tanto:
du (e) )
. (he)zu4 =a,+2a,h,+3a;h, (3.20c)

dx

donde h, es la longitud del elemento. Resolviendo las ecs.(3.20) para a,,a,,a, Ya,, en términos

(e) (e) (e) (e
de u, ,u, ,u, yu, y sustituyendo el resultado en la ec.(3.19), se obtiene:

u,(8)=2u 3.21)

(e) (o) (e) (e)
donde U,y uzson los valores nodales de u,, U, y u,son los valores nodales de du,/dx, y

U} j(e) son los polinomios cubicos de Hermite, los cuales vienen dados por:

wl(e)(g)zl—z(hi)z + 2(%)3 %‘e)(g):—g{{hij—l}z (3.22a)

e e e
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Estas funciones se muestran en la Fig.3.6. Siguiendo un esquema similar, se puede obtener
elementos de Hermite de orden superior al aqui presentado.

¥

Fig.3.6 Funciones de interpolacion del elemento ciibico de Hermite.
3.3.- Elementos bidimensionales

En los problemas bidimensionales no solo se busca una solucion aproximada a un
problema de valor de contorno, si no también se debe aproximar el dominio del problema
mediante una malla de elementos finitos apropiada. Luego, en el analisis de problemas
bidimensionales mediante el mef, se tendrdn errores en la aproximacion (debido a la
aproximacion de la solucion), asi como también errores en la discretizacion (debido a la
aproximacion del dominio). La discretizacion, entonces, consistird en elementos bidimensionales
simples, tales como tridngulos, rectangulos y/o cuadrilateros que se conectaran entre si en los
nodos de los contornos de los elementos.

3.3.1.- Funciones de interpolacion de elementos bidimensionales

Existe una correspondencia entre el nimero de nodos, su localizacion, el numero de las
variables primarias por nodo en un elemento finito, y el nimero de términos usados en las
aproximaciones polinomiales de la variable dependiente sobre un elemento. En problemas
unidimensionales de segundo orden, el nimero de nodos n en un elemento, define el grado r del
polinomio, siendo la correspondencia entre n y r igual n=r+1. En el caso de problemas
bidimensionales de segundo orden, la correspondencia entre el nimero de nodos (el cual es igual
al namero de términos en el polinomio de aproximacion), y el grado del polinomio no es unica.
Por ejemplo, el polinomio:
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u(x,y) =a, +a,X+azy (3.23)
contiene tres términos (linealmente independientes), y es lineal tanto en x como en y. Por otro
lado, el polinomio:

u(x,y)=a, +a,Xx+a,y+a, Xy (3.24)

contiene cuatro términos (linealmente independientes), pero también es lineal en x y en v. El
primero requiere un elemento con tres nodos (una variable primaria por nodo), mientras que el
segundo requiere un elemento con cuatro nodos. Un elemento bidimensional con tres nodos es un
triangulo con los nodos en los vértices del mismo. Cuando el nimero de nodos es igual a cuatro,
se puede seleccionar un elemento triangular con el cuarto nodo en el centro (centroide) del
tridngulo, o un rectangulo (o cuadrildtero) con los nodos en los vértices del rectangulo.

Un polinomio con cinco constantes es el polinomio cuadratico (incompleto):

u(x,y) =a, +a,x+a,y+a,xy +a5( x> +y?) (3.25)

el cual puede usarse para formar un elemento de cinco nodos (p. e., un rectdngulo con un nodo
interno en el centro del mismo). De igual modo, el polinomio cuadratico

u(x,y) =a, +a,x+a,y+a,xy+a,x? +a,y’ (3.26)
con seis constantes puede usarse para formar un elemento con seis nodos (p.e., un tridngulo con
un nodo en cada vértice y uno en el punto medio de cada lado). En la Fig.3.7 se muestran
elementos bidimensionales con tres, cuatro, cinco y seis nodos por elemento.

3 4 3 3
0o
2 Co
1
1 o 10
(€D

oo

(© Coh
Fig.3.7 Elementos finitos bidimensionales; (a) Elemento triangular de tres nodos; (b) Elemento

rectangular de cuatro nodos;(c) Elemento rectangular de cinco nodos; (d) Elemento trian-
gular de seis nodos.
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3.3.2.- Funciones de interpolacion del elemento triangular lineal

En Capitulo II, se dedujeron las funciones de interpolacion de este elemento (ver
Fig.2.14), las cuales vienen dadas por:
1 a4 = X,Y3 = X3Y;
N1=ﬂ(a1+blx+c1y) b, =Y,-V;
Ci=X3—X,;

1 a, = X3Y; —X;Y;
szﬁ(a2+b2x+czy) b,=y,-Vy,
C, =X — X5

1 Jas =XY, =Xy,
N3=—(a3+b3x+c3y) b3:Y1_YQ

2A
C; =X, =X,
donde:
X, Y1
2A=11 x, VY,
1 X3 s

y por lo tanto, la aproximacion de una variable dada, ¢, podra efectuarse, como ya se establecio
mediante:

¢:N1¢1+N2¢2+N3¢3:I(\el)i(Xd’)d)i (3.27)

En forma compacta, las funciones de interpolacion de este elemento pueden escribirse
como:
(e) 1

Ni=2—Ae(ai+bix+ci y) , =123 (3.28)
y &;,b; yc;son las constantes:
ai:xjyk—xkyll =]k
b =Y, - Vi y (3.29)
¢, =X, — X, J I, J, kse permutan en el

el orden natural
Por ejemplo, a, se obtiene haciendo i=2, j=3 y k=1 en la ec.(3.29):
& =X3Y1 =X Y3
y C, se obtiene haciendo i=3, j=1 y k=2:
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C; =X, X

etc.
En la Fig.3.8 se muestran las funciones de interpolacion de este elemento. Notese que N,

tiene las propiedades:

\
\ 1.0
1 \
-
Fig.3.8 Funciones de interpolacion del elemento triangular lineal.
Ni(xj,yj): 0
i,j=123 (3.30)

3

ZNi(X’Y):l

i=1

Debe hacerse notar que la ec.(3.27) determina una superficie plana que pasa a través de
¢, ,9, Yo,. Por lo tanto este elemento aproximara la superficie curva (I)(X,y) mediante una

funcién plana N, ¢, (i=1,2,3).
3.3.2.1.- Ejemplo 3.2. Distribucion de presiones en un elemento bidimensional

En un dominio triangular se ha medido la presion en los puntos indicados en la
Fig.e3.2.1.Se desea determinar la presién en el punto P, =P(3;4).

Si se conocen los valores de la presion en los nodos del elemento triangular, la presion en
cualquier punto del elemento se determina mediante:

P=N,P, +N,P, + N,P, (a)

donde las funciones de interpolacion N, vienen dadas por:
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:i(al +b,x+c,y) (b1)

N
'2A
1
N, =£(a2 +b,x+c,Y) (b2)
P
P=40 crp

P g N
N % 329

Fig.e3.2.1 Distribucion de presiones sobre un elemento triangular lineal.

1
N, =ﬁ(a3+b3x+c3y) (b3)
donde:
a; =X,¥3 = X3y, = 5( ) 3(2)
a, =X3Y; =X Y5 = 3( ) 1(6)
a; =Xy, =Xy¥, = 1(2) 5(1)
blzyz_y3:2_6:_4
bz =Y, -y, =6-1=5
b=y, -y, =1-2=-1
C,=X;—X,=3-5=-2
C,=X,—X;=1-3=-2
C;=X,—-X, =5-1=4
y
X; Y L
2A=1 X, Y,=l 5 2/=1(30-6)-1(6-2)+1(3-5)=18
X3 Y3
Luego:

103



P :%[(24—4x—2y)P1 +(=3+5x—2y)P, +(-3-1x + 4y)P,]

En el punto A(x;y) = A(3;4)
P, =28.89N/cm’

3.3.3.- Coordenadas naturales para elementos triangulares

En el caso de elementos triangulares, el procedimiento de interpolacion estd intimamente
asociado a la idea de las llamadas coordenadas naturales o coordenadas de area, como también se
les conoce. Estas coordenadas no solo facilitan la construccion de las funciones de interpolacion
del elemento triangular lineal, si no también proporcionan un método muy adecuado para deducir
las funciones de interpolacion de elementos triangulares de orden superior.

En la Fig.3.9 se muestra la numeracion de los nodos y lados de un elemento triangular
lineal con lo cual se puede organizar un método efectivo para construir las funciones de
interpolacion de este elemento, en términos de las coordenadas de area. Como puede observarse,
los lados de este elemento se identifican mediante la numeracion del vértice opuesto; por
ejemplo, el lado 1 esta opuesto al nodo 1.

En primer lugar se debe localizar un punto en el interior del triangulo, tal como se muestra
en la figura anterior, luego se trazan las lineas desde dicho punto hacia los vértices del tridngulo.
Se puede notar que el tridngulo queda subdividido en los tridngulos de areas A, A, y A,, donde
los suscritos identifican a los lados adyacentes. Las coordenadas de 4rea L, (i=123) son, por
definicion, las relaciones de entre las 4reas A; y el area total A; es decir:

Al AZ AS
Ll:X LZZK L3=K (3.31)
Y
|
3
2
- X
Fig.3.9 Coordenadas de area del elemento triangular lineal.
por supuesto que la suma de las areas A; es igual a A, luego:
A+A+A=A (3.32)
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dividiendo ambos miembros de esta ecuacion entre A, se obtiene:

L+L,+L,=1 (3.33)
De la ecuacién anterior, se deduce que s6lo dos de las coordenadas de area pueden ser
independientes, tal como en el sistema de coordenadas original, donde solo existen dos
coordenadas independientes.
Ahora, las coordenadas de area pueden usarse para describir las coordenadas rectangulares
x y Y de un punto sobre el elemento; es decir:

X=L X +L,X,+L;X,
(3.34)
y=Lyi+Ly,+L;Yy;

La validez de las ecuaciones anteriores se puede establecer mediante una sencilla prueba:
supongase que se mueve el punto en el interior del triangulo hasta hacerlo coincidir con el punto
1, entonces A, =A, A,=A,=0y L =1, L,=L,=0. Esto confirma que X=X, cuando x esta
localizado en el nodo 1. Obviamente, las coordenadas de area son idénticamente iguales a las
funciones de interpolacion del elemento triangular lineal deducidas en la seccidén anterior. El
lector podra confirmar esta afirmacion invirtiendo el sistema formado por las ecs.(3.33) y (3.34).

3.3.4.- Elementos triangulares de orden superior

El elemento triangular lineal presentado en la seccidon anterior, es el primero de una serie
infinita de elementos triangulares que puede ser especificada. La Fig.3.10 muestra una parte de la
familia de elementos triangulares de orden superior obtenidos mediante la asignacion adicional de
nodos, tanto en el interior como en los contornos de los triangulos.

Cad (o> (o

Cob (e

Fig.3.10 Elementos triangulares de orden superior; (a) Elemento lineal; (b) Elemento
cuadratico; (c) Elemento Cubico; (d) Elemento con 21 nodos.
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En cada caso, deben verificarse los requerimientos de compatibilidad y el grado de
completivo de las funciones de interpolacion. Por ejemplo en la Fig.3.10c, el elemento contiene
diez nodos y cada lado tiene cuatro nodos. Esto es suficiente para especificar una variacion cubica
de la variable dependiente en el interior del elemento y a lo largo de los contornos del mismo. En
general, para triangulos con nodos dispuestos como se muestra en la Fig.3.10, un polinomio
completo de orden n requiere de 1/2(n+1)(n+ 2) nodos.

Antes de presentar el procedimiento para deducir las funciones de interpolacion de esta
familia de elementos, es necesario introducir el esquema de numeracion de los nodos. Los nodos
de los elementos mostrados en la Fig.3.10, pueden rotularse mediante tres digitos o, Yy que
satisfagan la relaciéon o+ +vy =n, donde n es el orden del polinomio de interpolaciéon en cada

elemento. Estos nimeros especifican una linea coordenada constante en el sistema de
coordenadas de area, ¢ indican el nimero de pasos o niveles, mediante los cuales un nodo en
particular se localiza desde un lado de un tridngulo.

La Fig.3.11a muestra la especificacion de un nodo tipico dentro de un tridngulo, mientras
que la Fig.3.11b muestra la especificacion completa de los nodos en un elemento triangular
cubico de diez nodos (p.e., el nodo en el interior del elemento tiene la designacion (111). Esta
misma notacion se puede utilizar para las funciones de interpolacion. En efecto, empleando los

mismos suscritos anteriores se puede escribir N (Ll, L,, L3) para denotar las funciones de
interpolacion asociadas al nodo afy, como una funcion de las coordenadas de area L, L, , L,.

En su trabajo “Higher Order Polynomial Triangular Finite Elements for Potencial
Problems”, Sylvester mostr6 que las funciones de interpolacion de un elemento triangular de
orden n puede especificarse mediante la siguiente forma:

Nog, (Los Ly La) = Ny (L) N (L) N, (L) (335)

Fig.3.11 Identificacion nodal mediante tres digitos; (a) identificacion de un nodo genérico
en el tridngulo; (b) identificacion de los nodos en un elemento triangular ctbico.

donde '
NQ(L1)=Q(L_'+1J ,axl (3.36a)

i=1 |

N,(L,)=1 , a=0 (3.36b)
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Para NB(Lz) y NY(Ls), las formulas tienen idéntica forma. Las ecs.(3.36) proporcionan

un medio para construir las funciones de interpolacion para todos los elementos de orden superior
de la serie de elementos mostrada en la Fig.3.10. Supodngase, por ejemplo, que se desea
desarrollar las funciones de interpolacion para el elemento triangular de seis nodos, mostrado en
la Fig.3.10b. Puesto que las funciones son cuadraticas n=2, y con la notacidon descrita, las
funciones de interpolacion a determinar son: N,y , Ny, , Ny, para los tres nodos de los vértices y
N,o; » Nijo » Ngy; para los tres nodos situados en el medio de los lados. Considérese por ejemplo, la
construccion de la funcion N,y; es decir, a =0, =2y v =0. De las ecs.(3.36), se tiene que:

N, =N, =1

2 (2L, —i+1) (2L, -1+1\(2L,-2+1
=N, = (2 - (B2

i=1

y
por lo tanto:

Ny, = No(L N, (L, N, (L,) = Npp=L,(2L, 1)
De igual modo, es facil verificar que:

N200:L1(2L1_1) ; N002:L3(2L3_1) , N =4L, L,

N110 :4L1 I-2 , N011:4L2 L3

(3.37)

Es fécil comprobar que las funciones de interpolacion del elemento triangular ctbico, de

diez nodos, mostrado en la Fig.3.11c, son:

1 1
Nsoo ZELl(SLl_l)(:;Ll_Z) ' Noso :§L2(3L2_1)(3L2_2)
1 9
N003:EL3(3L3 _1)(3L3_2) ' N =EL1 L2(3|—1_1)
9 9
Niw =5 Ly L(3L,-1) . Ny =L, L,(3L,-1)
9 9
Nmz =EL2 L3(3L3_1) ' N102 =EL1 L3(3L3_1)
9
N 01 :ELI L3(3L1_1) ' Ny =21 L L, L,

(3.38)
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3.3.5.- Funciones de interpolacion del elemento rectangular lineal

El polinomio de interpolacion asociado al elemento rectangular lineal viene dado por la
ec.(3.24):

u(x,y)=a, +a,X+a,y+a, Xy

la cual, en forma matricial se escribe:
al
a
uly)=f x y w]i (3.39)
3
a,

En la Fig.3.12 se muestra un elemento de este tipo de lados a y b y el sistema de referencia
adoptado para la deduccién de las funciones de interpolacion. Evaluando la ecuacion anterior en
los nodos del elemento se obtiene:

u(Xl’yl):u(O’O):ul U(Xziyz):u(aao):uz
(3.40)
U(Xs’y3):u(a: b)=U3 u(x4,y4):u(0, b):U4
Y
A
a — =
4 ‘ 3
o
1 -~ x
1 2
Fig.3.12 Elemento rectangular lineal y sistema de referencia asociado.
Luego:
u, 1 0 O 0 a,
u, 1 a 0 O a,
= = (3.41)
U, 1 a b ab| |a,
u] |1 0 0 \

Como ya se ha visto, el procedimiento convencional de la deduccién de las funciones de
interpolacion requiere el conocimiento de las constantes a;, par lo cual de debe invertir la matriz

del sistema de ecuaciones anterior, lo cual conduce a:
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a, ab 0 0 Offuy
a -b b 0 O
2| _ 1 Uz (3.42)
a;| abj-a 0 0 aj|u
a, 1 -1 1 -1ju,
Sustituyendo la ec.(3.42) en la ec.(3.39), resulta:
u(x,y)=N,u;, + N,u, + N,u, +N,u, (3.43)
donde:
X y X y
N,(X,y)=[1-—|1-= N,(X,y)=—|1-=
xy)=[1-X1-Y] xy)=X(1-Y)
(3.44)
Xy Xy
N,(x,y)=1-" |2 N,(x,y)="2
xy){1-%]? (y)=XY

La forma de estas funciones de interpolacion se muestran en la Fig.3.13. De nuevo, es
facil verificar que:

Ni(xj’yj)ZSij

g‘,Ni(X’Y):l

i, j=12,34 (3.45)

4 3
TR v
s 4

Fig.3.13 Funciones de interpolacion del elemento rectangular lineal.

Es importante destacar que una de las principales diferencias entre este elemento y el
elemento triangular de tres nodos, reside en el hecho que, mientras que en este elemento los
gradientes son constantes en el interior del mismo, en el elemento rectangular de cuatro nodos los
gradientes son funcion de una de las coordenadas; es decir:

109



ou . ou

o -2 tay ; ——=a,+a,X
el gradiente en la direccion X es constante en esa direccion pero lineal en la direccion y, y
viceversa para el gradiente en la direccion y.

Las funciones de interpolacion de los elementos rectangulares con lados paralelos al
sistema global de coordenadas pueden, sin embargo, deducirse de una manera mas facil
utilizando los conceptos de interpolacion Lagrangeana vistos en la seccion 3.3.1.a. A pesar que
dichos conceptos fueron presentados Unicamente para el caso unidimensional, se pueden
generalizar a dos 0o mas dimensiones, formando el producto de las funciones de interpolacion
unidimensionales, asociadas a la direccién de la coordenada respectiva. En el caso del elemento
rectangular lineal, se puede verificar que este producto viene dado por:

e o

El lector podra constatar que el producto indicado conduce a las mismas funciones de
interpolacion dadas en las ecs.(3.44).

3.3.6.- Elementos rectangulares de orden superior

En la Fig.3.14, se muestra un conjunto de elementos rectangulares de orden superior de la
familia Lagrangeana, la cual puede construirse, tal como se describid en la seccion anterior,
efectuando el producto de las funciones de interpolacion Lagrangeanas unidimensionales en la
direccion x, con la funciones de interpolacion Lagrangeanas unidimensionales en la direccion v.

Py Py Py
& L 4 &

4
[ )
[ ]

Ca> o (

[ ]
[ ]
L
L
L
L
L
L
L

Cald (e

Fig.3.14 Algunos elementos de la serie infinita de elementos rectangulares Lagrangeanos.

A modo de ejemplo se deducirdan las funciones de interpolacion de los dos primeros
elementos mostrados en la Fig.3.14. Asi para el primero de ellos, el cual es lineal en la direccion X
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y cuadratico en la direccion Y, sus respectivas funciones de interpolacion se obtienen efectuando
el siguiente producto:

[N, N Ng| Jfy (g, fg, fg,]
N, N, N, |7|f o o QS}ZU ta, f0.]
2 4 6 2 291 Zgz 293

(3.47)

donde f.(x) y gi(y) son las funciones de interpolacion unidimensionales a lo largo de las
direcciones x y v, respectivamente. Efectuando el producto indicado se obtiene:

O

N, = 2(1—2%)( —%] (3.48b)
o)
-3
N, =(1—§j%(2%—1) (3.48¢)
N6=§ %(2%—1) (3.481)

Y
A
S © W ——
\
P )
kb 3e o 4
' -
1 2

Fig.3.15 Sistema de numeracion asociado a las funciones de interpolacion de la Fig.3.14a.
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Para el segundo elemento, el cual es cuadratico en ambas direcciones, el producto de las
funciones de interpolacion unidimensionales, asociadas a la numeracion nodal mostrada en la
Fig.3.16, se expresa:

Y
A
| (o W ——
7 g s
kb 4 e Se L IS
i— L 3 -— X
1 I 3

Fig.3.16 Sistema de numeracion asociado a las funciones de interpolacion de la Fig.3.14b.

(x-a/2)(x-a)
(~a/2)(-a)
x(x-a) {(y—b/Z)(y—b) yly-b) Y(y—b/Z)}
a/2(a/2-a) b?/2 —b%/4 b?/2
x(x-a/2)
a(a/2)

Z
Z
Z Z2 Z
-
Il

f.o, f9, fg;
={f}{g}T: fzg1 fzgz fzgs (3-49)
f.0, .0, f,0;

donde, de nuevo, las funciones f,(x) y gi(y) tienen el mismo significado anterior. La ec.(3.49)
conduce a las siguientes funciones de interpolacion:

ST )
R
29l

O
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X XYY
Ns = a( a)4b(1 bj (3:50¢)

N, :?(2?—1)4%(1—%) (3.500)
sl e
SRR
N, = X(Zg—lj%(Z%— j (3.50i)

3.3.7.- Coordenadas naturales de los elementos rectangulares

Desde el punto de vista de la integracion numérica de las ecuaciones de los elementos que
se generan en la aplicacion de algin modelo matematico (residuos pesados, métodos
variacionales, etc.), a un problema dado, resulta mucho mas conveniente deducir las funciones de
interpolacion de los elementos rectangulares con relacion a un sistema de coordenadas locales
(2,m), cuyo origen esta localizado en el centro del elemento, y tal que — < (é, n)<+1. Estas
coordenadas reciben el nombre de coordenadas naturales, y estan relacionadas con el sistema
global de referencia (X, y) a través de:

e 2Ax=x)-a qo2y=y.)-b (3.51)
a b

donde X, y Y, son las coordenadas globales del nodo 1 (en este caso X, =Y, =0). En la Fig.3.17
se muestra un elemento rectangular lineal asociado al sistema local de referencia (&, n).

17

(=1,1) (1,1)

4 3

1 c

(=1.=1) (1,—1)

Fig.3.17 Elemento rectangular lineal y sistema local de referencia (c“:, n) .
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Con respecto a este sistema de referencia, las funciones dadas en las ecs.(3.44) se escriben de la
siguiente manera:

Lt ot IR (PSR}
(3.52)
w3=%(1+§)(1+n) w4=%(1—§)(1+n)

Con relacion al sistema natural de coordenadas (&,1), las funciones de interpolacion del

elemento de transicion de la Figl4.a, el cual se muestra ahora en su sistema local de referencia en
la Fig.3.18, vienen dadas por:

27
(—1,1) (1,1)
o &
3 = &
1 2

(=1.—1) (1,—1)

Fig.3.18 Elemento rectangular de transicion referido al sistema local (&, T]) .

vi=- 4 -8 Vo= 0 -
vo= -efa-) vy 0+ ) (.53
vo=- A= NLe Vo= @+ )L

Es facil verificar que las funciones de interpolacion del elemento bicuadratico
relacionadas con el sistema natural de coordenadas (é, n) ,que se muestra en la Fig.3.19 son:

v = -8k vi== )i
vi=, &)k vi=-0-gh-nk
(3.54)
vs=-&J1-n?) we=;(1—§)(1—n2)§
\v7=—i(1—§)(1+n)én wg=—;(1—i2)(1+n)n

wo= 3 (et nken
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A7
(—1,1) C1,1)
7 8 =
.4 = © _—
1 g 3
(=1. =1 (1,—1)

Fig.3.19 Elemento rectangular bicuadratico referido al sistema local (&, 1’]) .

Es importante hacer notar que en los tres casos, las funciones de interpolacidon estan
asociadas a la numeracion nodal mostrada. Si los nodos fueran renumerados, los suscritos de las
funciones de interpolacion deben también modificarse de acuerdo con los cambios realizados

Siguiendo un procedimiento andlogo se pueden deducir las funciones de interpolacion
para cualquier otro elemento de la familia de elementos rectangulares lagrangianos.

3.3.8.- Elementos serendipity

Los nodos internos de los elementos de orden superior de la familia de Lagrange no
contribuyen a la conectividad inter-elementos, pudiendo por lo tanto ser retirados del interior de
los mismos, de tal modo que el tamafio de las matrices de los elementos puede reducirse. Una
forma de evitar los nodos internos presentes en los elementos Lagrangianos, consiste en usar los
elementos llamados “serendipity”, los cuales no tienen nodos internos; es decir, todos los nodos
en este tipo de elementos estan situados sobre su contorno. Las funciones de interpolacion de los
elementos serendipity, no pueden obtenerse mediante el producto de las funciones de
interpolacion unidimensionales como en el caso de los elementos lagrangianos. En su lugar, se
usa un procedimiento alterno que emplea las condiciones del tipo de las ecs.(3.30):

Ni(x;.y,) =8, , i=1,2,3,,1

donde r es el numero de elemento por elemento. Dicho procedimiento se ilustrara con el elemento
serendipity rectangular cuadratico de 8 nodos mostrado en la Fig.3.20.
El polinomio de interpolacion de este elemento, con relacion al sistema local de referencia

(Em) es:

U(i, n):al +a,&+an+a, n+35§2 +aen2 +a7§2n + asanz (3.55)
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Fig.3.20 Elemento serendipity cuadratico de ocho nodos.

De acuerdo con la ecs.(3.30), las funciones de interpolacion vale uno en el nodo que se
esta considerando (i.e., i=j), y cero en todos los demas nodos (i.e., i # ), y por lo tanto, también
seran cero a lo largo de todos los contornos del elemento sobre los cuales el nodo de interés no
pertenece. Por ejemplo, la funcion y, del elemento mostrado en la figura anterior valdra cero en
todos los nodos, excepto en el nodo 1 donde valdra uno. Adicionalmente sera igual a cero en
todos los nodos situados sobre los lados £=1 y n=1. La funcién de interpolacion del nodo 2
sera cero en todos los nodos situados sobre los lados {=1,n1=1y n=-1. Asi, si se definen las
funciones que se indican sobre los lados del elemento rectangular lineal de la Fig.3.21, puede
verificarse que el producto de cualesquiera dos de estos términos, da los primeros cuatro términos
del polinomio de la ec.(3.55).

4 fz=(1—"m) =
lado 3
WL»
fa=(1+¢&) |lado4 3 lado2| fo =(1—&)
lado1
! f1=(1+7m) =

Fig.3.21 Funciones de contorno del elemento rectangular lineal.

Por lo tanto, las funciones de interpolacion de este elemento pueden escribirse como el
producto de dos polinomios; es decir:

\Vi(i, n)=(a1+aza+a3n+a4&n Xa1+a2§+a3n) (3.56)

El procedimiento para la deduccion de las funciones de interpolacion es entonces el siguiente:

En primer lugar se definen, sobre los contornos del elemento, las funciones:
f1=(1+11) f2=(1—§) f3=(1—n) f4:(1+§) (3.57)

Notese que cada una de estas funciones se anula sobre uno de los contornos del elemento. A
continuacion se define otro conjunto de funciones F, (i=1,2,3,4), de modo que:

116



f, sielnodoies partedel lado k
F = (k=1234) (3.58)
1 sielnodoies partedel lado k

Luego, la funcién asociada al nodo i, vendra dada por:
4
Vi :Ll:[l Fj}(al+az‘t:+asn) (3.59)

El nimero de constantes a determinar debe ser igual a las condiciones nodales
disponibles, por lo que en algunos casos, el polinomio anterior deberd ser truncado para asi
satisfacer este requisito de igualdad. Una vez cumplido este requerimiento, los coeficientes a,del

polinomio anterior se determinan haciendo que y, =1 en el nodo i, y cero en todos los otros

4
nodos que no estén incluidos en los términos del producto Hl F;. Con la finalidad de ilustrar el
J=

procedimiento descrito, supongase que se desea deducir las funciones de interpolacion y,; y yq

del elemento serendipity rectangular cuadratico de ocho nodos de la Fig.3.20.
Para deducir la funcion v, , en primer lugar se deben definir las funciones F, (i=1,2,3,4) de

la ec.(3.58). Como se puede apreciar en la Fig.3.21, el nodo 1 est4 en la interseccion de los lados
uno y cuatro y, por lo tanto, de la ec.(3.58) se tiene que: F =F,=1. Las otras funciones seran

entonces: F,=f,=(1-&) y F,=f,=(1—n). Luego, la ec.(3.59) en este caso se transforma en:

4
r_{Fj=1><(1—a)(1—n)x1

j=
La ecuacion general de la funcion y, es:
Vi :(1_ é)(l_ 1'])(3-1 +aza+a3n)

El producto (1—&)(1—11) hace que y, se anule en los nodos 2,3,4,6 y 7. Por lo tanto las
constantes a,(i=1,2,3), deben seleccionarse de tal modo que y, sea 1 en el nodo 1 y cero en los
nodos 5 y 8; es decir:

En el nodo 1:
1=(1+1)(1+1)(a, —a,—a,)
En el nodo 5:
0=(1-0)1+1)(a, —a,)
En el nodo 8:
0=1-0)(1+1)(a, —a,)
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La solucion de este sistema de ecuaciones es: a, =a, =a,=—1/4, y la funcién vy, viene

dada entonces por:

= -8)a-n)(-1-g-n)

En la deduccién de la funcion g se debe observar que el nodo 6 esta localizado en el

medio del lado 1, y por lo tanto: F,=1 ; F,=f,=(1-n) ; F,=f,=(1+n) y, ademas:

ﬂFj=(1—n)x1x(1+n)(1+§)

1
La ecuacion general de la funcion v, es:
Ve =1+ &)L -n)L+n)a, +a,&+2a,n)
De nuevo se debe notar que el producto (1+&)(1L—n)(1+n) hace que la funcién v, se

anule en los nodos 1,2,3,4,5,7 y 8 y, por lo tanto, solamente hay una condiciéon nodal a verificar:
v, =1en el nodo 6 (§=1;1=0), lo cual quiere decir que se debe retener una sola constante en el

polinomio de la ecuacion anterior. Luego:
1
1=1+1)(1+0)1-0)a, = a, =5

Finalmente, la funcién y, viene dada por:

vo= L+ 8)-n?)

En la Fig.3.22 se resume las funciones de interpolacion de este elemento.

. ,ﬁZ ; Vi=1/40 -1 -—n)(~1—¢=n)  ¥y=1/4/(1+E)(1=n)(=1+£-n)
ol L, e ole Vam1/A0H00 (= 1+En) ¥ =1/401-0(14n)(=1-¢+n)
. Ye=1/2(1-£7)(1-7) Ve=1/201+6)(1-7?)
: 5 2 120060 (14) vg=1/2(1-£)(1-n2)

Fig.3.22 Elemento serendipity cuadratico y funciones de interpolacion asociadas.
El procedimiento descrito en esta seccion puede ser aplicado a elementos de orden

superior, como por ejemplo en el caso del elemento serendipity rectangular de doce nodos, que se
muestra en la Fig.3.23.
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Fig.3.23 Elemento serendipity cubico.

En este caso, el polinomio de aproximacion para este elemento viene dado por:
_ 2 2 2 2
U(é, n)—al +a,6+an+a,8n+ag” +an” +a,8n+agn” +

ag§3 + 310113 + an&sn +a,,6n : (3.60)

De igual modo que en el caso anterior, las funciones de interpolacion de este elemento
pueden escribirse como el producto de dos polinomios:

Vi (é, ﬂ)= (al +a,&+azn+a,én )(al +a,E+amn+ a4§2 + asnz) (3.61)

Como ejemplo, supongase que se desea determinar las funciones y, y y. de este
elemento. En la deduccion de la funcion v, , obsérvese que el nodo 1 estd en la interseccion de
los lados 1y 4, luego: F, =F, =1, y las otras funciones son: F,=f,=(1-&) y F,=f,=(1-n). En
este caso la ec.(3.58) se transforma en:

ﬂle=1><(1—a)(1—n)x1
i

este producto hace que y,; sea cero en los nodos 2,3,4,6,7,10,11.Por lo tanto, las constantes
a;(1=1,2,3,4,5), deben seleccionarse de tal modo que y, =1en el nodo 1 y cero en los nodos 5,8,9
y 12. Asi, la forma general de esta funcion es:

Y= (1_ &)(1_ n)(al +a,&+asn+ 3-4&2 + asnz)

Entonces sustituyendo las condiciones:

Nodo & n %}
1 -1 -1 1
5 -1/3 -1 0
8 -1 -1/3 0
9 1/3 -1 0
12 -1 -1/3 0
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en la ecuacion anterior, se obtiene un sistema de ecuaciones, que permite determinar los valores
de las constantes a,. La soluciéon de dicho sistema conduce a: a,=-10/32, a,=a,=0y

a,=a;=9/32. De modo que la funcién vy, viene dada por:

1

=5, 1" £)-n)[-10+9(E +n?)

W,

Para deducir la funcién y, notese que el nodo 5 estd situado sobre el lado 1y, por lo
tanto: F =1, F, =f, =(1— @), F=f, =(1—n) y F, =1, =(1+ 2@) Luego:

I, =1x (1— )1-)(1+E)

!

La ecuacion general de la funcion y es:

Vs :(1_ é)(l_ n)(l"' i)(al +a,6+azn+ 34&2 + asnz)

El producto (1—<‘§X1—n)(1+ é) hace que vy, sea cero en los nodos 1,2,3,4,6,7,8,10,11 y
12. En este caso, s6lo hay dos condiciones nodales disponibles: y.=1len el nodo 5
(6=-1/3;n=-1) y y;=0 en el nodo 9 (§=1/3;n=-1). Los coeficientes a, y a, del
polinomio anterior deben omitirse ya que de mantenerse producirian los términos &*0&°n’
ninguno de los cuales aparece en la ec.(3.60). Asi mismo la retencion del coeficiente a,n

conduce a la formacion de un sistema de ecuaciones singular, motivo por el cual también hay que
eliminarlo. Con estas observaciones, la funcion y. queda reducida a:

Ys= (1_ g’ )(1_ n)(al +a2a)

Sustituyendo las condiciones:

Nodo £ n U
5 -1/3 -1 1
9 1/3 -1 0

en la ecuacion anterior, y resolver el sistema de ecuaciones resultante, se obtiene: a,=9/32 y
a,=—27/32. Luego , la funcién de aproximacion y, viene dada por:

=g, 0-8)- -3

En la Fig.3.24 se resume las funciones de interpolacion del elemento serendipity cubico.
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vy =1/3201-6)(1=m)[(=10+9(e” +7%)] %o =1/3201+6)(1 —m)[(=10+9(E +7 )]

4 1 73w =1/32040(04n)[(- 104908 Zn A1 v, =1/3201-)(1+n)[(~10+9(¢ 477 )]
8¢ ﬂT_» : 210 W, =9/32(1—-¢2)(1-n)(1-3¢) vy =9/32(1+6)(1—72)(1-37)
12¢ 16w =9/32(1-¢ Y+ (1-3¢) Yy =9/32(1-8)(1-12)(1+3n)
1 ; ; 2 Yy =9/32(1=£2)(1—n)(1+3¢) ¥0=9/32(1+£)(1-72)(1+3n)
¥,,=9/32(1=¢£2)(1+7)(1 - 3¢) %,=9/32(1-6)(1-n2)(1-37)

Fig.3.24 Elemento serendipity cubico y sus respectivas funciones de interpolacion.
3.3.9.- Elementos isoparamétricos

En los dominios cuyas geometrias tienen contornos de forma irregular, la aproximacion de
¢éstos, mediante elementos de lados rectos, conduce a soluciones inadecuadas, a menos que en la
discretizacion del dominio se emplee un gran nimero de este tipo de elementos. Sin embargo,
esta forma de contornar el problema, produce un elevado numero de grados de libertad, lo cual
demanda un gran esfuerzo computacional. De modo que, si fuera posible disponer de elementos
de lados curvos, con los cuales se pudiera modelar el contorno en forma mdés aproximada a la
verdadera, la desventaja anterior dejaria de existir. Este razonamiento impuls6 el desarrollo de
elementos de lados curvos. Aparentemente fue 1. C. Taig, en 1961, el primero en introducir
elementos cuadraticos de lados curvos. Més tarde estas ideas fueron generalizadas, en 1966, por
Irons y en 1968 por J. Ergatoudus et. al. La idea fundamental en el desarrollo de los elementos de
lados curvos, consiste en transformar formas geométricas simples, referidas a un sistema local de
coordenadas, en formas geométricas distorsionadas, en el sistema de coordenadas globales, y
entonces evaluar las ecuaciones en los elementos curvos resultantes. Un ejemplo ayudard a
clarificar estos conceptos. A efecto de la presentacion, el ejemplo estara asociado al caso
bidimensional, pero la extension de los conceptos al caso tridimensional, es inmediata.

Supongase que se desea representar un dominio referido al sistema coordenado x y v
mediante una malla de elementos cuadrilateros y triangulares de lados curvos , y ademads se desea
que el campo de la variable ¢ tenga una variacion cuadratica dentro de cada elemento. De
acuerdo con lo establecido anteriormente, si se seleccionan los valores nodales de ¢ como los
grados de libertad del problema, entonces se deben asociar tres nodos en cada lado del elemento.
La aproximacion del dominio puede ser, entonces, como se muestra en la Fig.3.25.

Y

X

Fig.3.25 Dominio bidimensional modelado por elementos de lados curvos.
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Se puede construir un elemento tipico de esta malla a partir del elemento “patrén” de cada
elemento, referido a su correspondiente sistema de coordenadas locales & y m, tal como se
muestra en la Fig.3.26.

4 ? Z 3
77?_» g
8 £ 66
=l
i 5 2
n=-"1 3

Fig.3.26 Elementos patrones referidos a sus respectivos sistemas de coordenadas locales; (a) elemento
rectangular; (b) elemento triangular.

La variacion de ¢ en el interior de cualquiera de los dos elementos, puede expresarse
como:

¢<a,n>=gwi &k, (3.62)

donde r es el nimero de nodos en el elemento y y, son las funciones de interpolacion mostradas
en la Fig.3.20.
Por otro lado, los nodos en el plano £ — 1 pueden transformarse en el plano x - v, a través

de las siguientes relaciones:

r

X = ZF (&n), , y=YF(en, (3.63)

i=1

En este ejemplo, las funciones de transformacion F, (&,n) deben ser cuadraticas, puesto
que los contornos curvos de los elementos en el plano x - v necesitan tres puntos para su Unica
especificacion, y ademas deberan ser igual a la unidad e igual a cero cuando sean evaluadas en los
nodos, el plano &—m. Las funciones que cumplen con estos requisitos son, precisamente, las
funciones de interpolacion serendipity cuadraticas; es decir:

r

K= ek ; y=Yen, (3.64)

i=1

donde v, estdn dadas, de nuevo, por las ecuaciones de la Fig.3.22. El resultado de la
transformacion definida por la ec.(3.64) es un elemento cuadritico, de ocho nodos, de lados
curvos, del tipo mostrado en la Fig.3.26. Para este elemento en particular, el campo de la variable
y la representacion de sus contornos estan expresadas mediante funciones del mismo orden. Los
elementos curvos formulados de este modo reciben el nombre de “isoparamétricos”. En contraste
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con estos elementos, se definen los elementos “subparamétricos” como aquellos cuya geometria
se describe mediante polinomios de menor orden que los utilizados en la aproximacién del campo
de la variable, y los elementos ‘“‘superparamétricos”, como aquellos que cuya geometria se
describe con polinomios de mayor orden que los utilizados en la aproximacién del campo de la
variable. De estas tres categorias, los elementos isoparamétricos son los mas cominmente usados,
aun cuando algunas formas de elementos subparamétricos y superparamétricos son, algunas
veces, usados en el andlisis estructural de conchas. En esta seccion so6lo se presentaran elementos

isoparamétricos.

V7

X
Fig.3.27 Elemento cuadrilatero de lados curvos resultante de la transformacion del elemento

rectangular patron.

Cuando se establecieron las ecs.(3.64), se asumio que la transformacion entre las
coordenadas locales &,m y las coordenadas globales x y v es unica; es decir, se supone que cada
punto en un sistema coordenado tiene un punto correspondiente en el otro sistema. Si la
transformacion no es Unica, se puede esperar una violenta e indeseable distorsion del elemento en
el plano x , v.

3.3.10.- Calculo de las derivadas de las funciones de interpolacion

Las ecuaciones que gobiernan la mayoria de los problemas que se presentan en la practica,
envuelven las derivadas de las funciones de forma con relaciéon a x y v (y a z en el caso de
problemas tridimensionales). La evaluacion de dichas derivadas para el caso de elementos
bidimensionales, sigue el mismo procedimiento que para el caso unidimensional, el cual fue
descrito en la seccion 2.1.

3.3.10.1.- Elementos triangulares

En el caso de elementos triangulares, la evaluacion de las derivadas de las funciones de
interpolacion comenzara por seleccionar L, y L, como las coordenadas independientes. Ahora, la
relacion diferencial expresada por la ec.(3.18) viene dada por:

ON, N, ax oN, oy

oL, ox oL, ay oL

(3.65)
oN, N, &x N, oy

oL,  ox oL, oy oL,
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La matriz Jacobiana es:

luego,

y por lo tanto, las derivadas a determinar son:

J( N, WL J N, |
ax- _ [J]_l 8L1-
5

(3.66)

(3.67)

(3.68)

De este modo se podrd evaluar las derivadas deseadas ya que las funciones de
interpolacion de cualquier elemento de la familia de elementos triangulares lagrangeanos, siempre

podran re-escribirse en términosde L, y L,.

3.3.10.2.- Ejemplo 3.3. Calculo de las derivadas de las funciones de interpolacion de un

elemento triangular cuadratico

Sea el elemento triangular cuadratico mostrado en la Fig.e3.3.1. Se desea determinar las

. . . : N
derivadas de las funciones de interpolacion ONs y N, en el punto A(2,2).

oX oy

2(6,1)

(0,0)1¢

Fig.e3.3.1 Elemento triangular cuadratico.
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De acuerdo con las ecs.(3.65):

oN; ON; ox N ON, oy
oL, ox oL, oy oL,
ON; ON; ox N ON; oy
oL, ox oL, oy dL,
y ademas:
X=L,X; +L,X, +L;X,
y= L1y1 + Lzyz + L3y3
es decir:
X=6L,+2L,
y=L,+5L,

y por lo tanto:

(al)

(a2)

(b1)
(b2)

x=6L,+201-L,-L,) = x=2-2L,+4L,
y=L,+51-L, -L,) = y=5-5L,-4L,
de este modo:
x _ ¥ _ 5
oL, oL,
OX 4 oy _ 4
oL, oL,
De la ec.(3.66):
x
oL, oL -2 =5 5, 1|-4 5
Jl= 1 1= = J -
bl ox oy {4 —4} ol 28{—4 -2
oL, oL,

La funcion de interpolacion N, es la misma N, =4L,L, de la correspondiente ec.(3.37):

N, =4L,L,=4L,(1-L, -L,)
N, =4L, —4L,L, —4L%

de donde:
N _ 4
oL,
Ny _4_ar,-sL, =4(1-L,-L,)-4L, -
oL, oL,

= 4('—3 - I—z)
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Finalmente, de la ec.(3.68):

N,
ox | _1[-4 5 -4L, | 4 [4L,+5(L;-L,)
% _g{_df _2}{4(L3_L2)}_ £{4L2_2(L3_L2)}
oy

N,

ox | 1[-L,+5L,]

ON, _7{2L2—2L3}_

oy

En el punto A(2,2) se tiene:
2=0L, +6L, +2L,
2=0L, +L, +5L,

La solucion de este sistema de ecuaciones resulta:

L, =

Ne

y la funcion L, se obtiene de:

L,+L,+L,=1 = L1=§

Luego:
ON, 1
ox |_1)7
ON, 7 _z
oy 7
y
ON, _1 ON, __i
ox 49 oy 49

3.3.10.3.- Elementos rectangulares

La evaluacion de las derivadas globales ON,/0x y dN, /0y para este tipo de elementos
sigue los mismos pasos de la seccion previa. Asi, puesto que ahora las funciones de interpolacion
vienen expresadas en términos de las coordenadas locales £y n, se tiene:
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o, _ oy, %_,_a\lfi oy
o ox o oy o

(3.69)
8W| :a\V| %_i_a\l]i Q
on oX on oy On
0, en forma matricial:
[y, | |Fa_x @]f_i] [y, ]
Jﬁ@% %ﬁ&L:[a]J&L (3.70)
o) Lo allov] ()
en cada elemento. Finalmente las derivadas N, /X y ON, /dy se obtienen haciendo:
OX —[]* & |_|ox ox|] & :[J* o s
oy on ) Loy oy]| on n
1, M, 0
= % n (3.71)
g ‘
21 aé 22 an
donde:
I
[3]7"=]J ]ZLJ* J*J (3.72)

3.3.10.4.- Ejemplo 3.4. Calculo de las derivadas de las funciones de interpolacion en un
elemento isoparamétrico lineal de cuatro nodos

Sea el elemento isoparamétrico lineal de cuatro nodos mostrado en la Fig.e3.4.1. Se desea

determinar oF, y oF, en el punto A(1/2,1/2).
OX oy
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0;20

;12
(15105

SSToY;

X
Fig.e3.4.1 Elemento isoparamétrico lineal.

De acuerdo con la ec.(3.70), el jacobiano de la transformacion viene dado por:

X1 Y1
[J]:g{—(l—n) @-n) @+n) —(1+n)} X2 Y,
4l-@-¢) -(+g) @+e) @-8) JIxs v
Xe Ya
Sustituyendo los valores de & y n se obtiene:
5 5
[J]:E{—l/Z /2 3/2 —3/2} 15 10
4/-12 -3/2 3/2 12 ||10 20
2 12
5 5
[J]:E[_l 1 3 —3} 15 10
8/-1 -3 3 110 20
2 12

—

J]_l 34 29
- 8|-18 37

o] - 1 [37 -29
1870|1834

La inversa del Jacobiano es:

La funcion de interpolacion \, es:
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y por lo tanto:

En el punto A(1/2;1/2) se tiene:

oY, :1[1_£j:1 oY, =—1[1+3j __3
o 4 2 8 on 4 2 8
y, finalmente:
oY, oY, ov, 1
5(?1)1( :[J]—l 0¢ . OX 21{37 - 29:| 8
2 oY, 0%, [ 178018 34| 3
oy on oy 8
oY, 124
ox L [124 1780
ow, | 1780 _gq 84
oy 1780

3.3.11.- Integracion numérica

En general, los coeficientes de las matrices de “rigidez” de los problemas de interés
practico, vienen dadas por ecuaciones del siguiente tipo:

(o) oy, 0V, By, 0y,
ki-:ﬂ(a LY VY gy (3.73)
"o U ox o ox oy oy

Donde, usualmente, a=a(x,y) y b=h(x,y).

Cuando se utilizan elementos cuya forma se describe por ecuaciones analogas a las
ecs.(3.64), y puesto que la funcion ¢ es una funcién de las coordenadas locales £ y n [ec.(3.62)],
es necesario expresar, también, 0¢p/0x, 0¢/dy y dxdy, en términos de & y m, lo cual se logra
mediante las ecuaciones similares a las ecs.(3.68) y (3.71). De igual modo, es facil mostrar que:

dxdy=|J| d&dn (3.74)

Con estas transformaciones, las integrales similares a la expresada en la ec.(3.62) se
reduce a la forma:
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+1+1

j j F(gm)[J|d&dn (3.75)

-1-1

donde F es la funcion transformada del integrando. A pesar que los limites de integracion son
ahora muy simples (los limites del elemento referido al sistema local —1<&<1y —1<n<1), el
integrando transformado, no es una funcién simple que pueda ser integrada en forma cerrada. En
efecto, sustituyendo la ec.(3.71) y la ec.(3.75) en la ec.(3.73), se obtiene:

o oy oy Y. 0w, . o,
ki:fﬂa(f R e [ Vo L+
1] o 11 a(gj 12 an 11 a& 12 8]']

N o1* Ea\ui * éa\Vi * éa\Vj * éa\Vj:j_
bJ, —+J,—|J,, — +J,,— ||J|d&d
(215§+228r| 21aa+2zanj||§1’]
=[[ Fem)p] dedn (3.76)

Las integrales presentes en la ecuacion anterior, ciertamente, son dificiles de evaluar en
forma exacta, por lo tanto debera serlo en forma numérica, lo cual por otra parte, no representa
mayor dificultad.

3.3.11.1.- Cuadratura numérica sobre un elemento triangular patron

En la seccion 3.7 se mostrd que los elementos isoparamétricos cuadrilateros pueden
usarse, tanto para aproximar el campo de las variables involucradas en un problema dado, como
también para modelar geometrias arbitrarias. Puesto que dichos elementos pueden ser
geométricamente distorsionados, es posible distorsionar un elemento cuadrilatero en un elemento
triangular, moviendo la posicién de los nodos de las esquinas de dicho elemento ( y el cuarto
nodo, de una de las esquinas del elemento cuadrilatero, hacerlo coincidir con uno de los nodos
vecinos). En términos computacionales, lo anterior equivale a asignar un mismo numero, de la
numeracion global de los nodos, a dos nodos situados en las esquinas del cuadrilatero. Luego los
elementos triangulares, referidos al sistema local de referencia (elemento patrones), pueden
obtenerse, de una forma natural, a partir de los elementos patrones rectangulares, del tipo
mostrado en la Fig.3.17.

En la Fig.3.23 se muestra un triangulo isdsceles recto, (f)e), el cual se seleccionard como
elemento patron. A partir de este elemento se podra generar un elemento triangular arbitrario,
(Qe), a partir de una transformacion similar a la dada por la ec.(3.64). Las lados del elemento
patron definidos por £=0 y =0 en ﬁe, corresponden a los lados curvos 1-3 y 1-2 en Q. En
general, las integrales sobre f)e tienen la forma:
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%X x(0,n)
Y / y=y(0,n)
7 > 7
on *3 ' x=Xx(¢,0)
/é y=y(¢,0)
2
1
;0 8 £ X

1 (L0

Fig.3.23 Transformacion de un elemento patron (2, en un elemento arbitrario €.

.” G(i, n) didn=” é( Ly, Ly, Ls) dL, dL, (3.77)

Esta integral puede aproximarse mediante la formula de cuadratura numérica (L3 =1-L,- L2) :

H G(L,,L,,L,)dL, dL, ~ ZW 6(s,) (3.78)

donde W, y S, son los pesos y los puntos de integracion de la cuadratura, respectivamente. La
Tabla 3.1 contiene la informacion de la cuadratura de uno, dos y tres puntos de integracion para
elementos triangulares.

3.3.11.2.- Cuadratura numérica sobre un elemento rectangular patron

Las formulas de cuadratura numérica de las integrales definidas sobre un elemento
rectangular patron, ¢_, tal como los mostrados en la Fig.3.17 se pueden deducir a partir de las
formulas de cuadratura para el caso unidimensional. En efecto, considérese alguno de los
elementos unidimensionales mostrados en la Fig.3.3. En estos elementos, en general, los
coeficientes de la matriz de “rigidez”, podran determinarse, a nivel de cada elemento patron ¢&_,
mediante la siguiente expresion:

f F(x)dx=Tﬁ<a)da=ng(ai) (3.79)

a -1

donde, de nuevo, w; son los factores de pesos, &; son los puntos base [raices del polinomio de
Legendre Pn+l(§) 1,y Fesel integrando transformado al sistema coordenado natural:

=Hx(&)] x (&) (3.80)
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Tabla 3.1 Pesos y Puntos para la cuadratura numérica de elementos triangulares.

NOm. de puntos

Localizacion

de integracion Ly Lo L3 W geométrica.
1 1/3 1/3 1/3 1
1/2 0 1/2 1/3
3 1/2 1/2 0 1/3
0 1/2 1/2 1/3
1/3 1/3 1/3 | 27/48
, 2/15 | 2/15 11/15 | 25/48
11/15| 2/15 | 2/15 | 25/48
2/15 | 11/15 | 2/15 | 25/48

En la Tabla 3.2 se presentan los factores de peso y los puntos base (de Gauss) de la

cuadratura de Gauss_Legendre.

Estos resultados pueden extenderse, directamente, al caso bidimensional. En efecto, en

este caso, las integrales, a nivel de cada elemento rectangular patron vienen dadas por:

g F(&,n)dadn=TEF(a,n)dn}d&]iif(a,n,-)w,}da

i=1 j=1

ziiF(éi *“J)Win

donde m y n representan el numero de puntos de la cuadratura en las direcciones & y m,

respectivamente, (&i ,nj) son los puntos de Gauss, y W; y W; son los correspondientes factores de

pesos. En la Tabla 3.3 se presenta los puntos de Gauss y factores de peso asociados de diferentes

elementos rectangulares.
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Tabla 3.2 Pesos y Puntos de Gauss de la cuadratura de Gauss-Legendre:

E'A:(é)dkgw.f:(&.)

Puntos &; n Pesos w,
0.0000000000 Un punto de integracion 2.0000000000
+ 0.5773502692 Dos puntos de integracion 1.0000000000
0.0000000000 Tres puntos de integracion 0.8888888889
+ 0.7745966692 0.5555555555
+ 0.3399810435 Cuatro puntos de integracion 0.6521451548
+ 0.8611363116 0.3478548451
0.0000000000 Cinco puntos de integracion 0.5688888889
+ 0.5384693101 0.4786286705
+ 0.9061798459 0.2369268850
+ 0.2386191861 Seis puntos de integracion 0.4679139346
+ 0.6612093865 0.3607615730

+0.9324695142

0.1713244924
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IV.. FORMULACION VARIACIONAL DEL METODO DE LOS ELEMENTOS
FINITOS

4.1.- Introduccion

En el Capitulo II, las ecuaciones de los elementos se dedujeron usando el método directo.
Como ya se menciond, este método, a pesar que muestra claramente el esquema de
funcionamiento del mef, y utiliza Unicamente conceptos basicos de la ingenieria, resulta
practicamente imposible de aplicar a aquellos problemas con geometria y estados de cargas
complejos. Una forma de contornar estas dificultades, consiste en interpretar el mef como un
método aproximado para resolver problemas expresados en forma variacional. De hecho, la
mayoria de las soluciones de problemas de ingenieria reportadas en la literatura, estdn basadas en
este tipo de aproximacion. En este Capitulo, se presentara la deduccion de las ecuaciones de los
elementos usando el enfoque variacional.

Con la finalidad de presentar la formulacion variacional del mef, se hace necesario el
conocimiento de las bases del célculo variacional, de modo que, en este Capitulo, se incluye una
muy breve introduccién de dicho célculo.

4.2.- El problema de brachistochrone

Historicamente, el calculo variacional se consoliddo como una disciplina independiente de
las matematicas al comienzo del siglo dieciocho. La mayoria de las formulaciones en esta 4rea de
las matematicas fueron desarrolladas por el matematico suizo Leonhard Euler. A manera de
ejemplo se presentara a continuacion, uno de los problemas que ocuparon la atencion de los
principales matematicos de los siglos diecisiete y dieciocho.

Un problema discutido originalmente por Galileo Galilei en sus Dialogues, y mas tarde
resuelto por diferentes métodos (tanto intuitivos como geométricos) y eminentes matematicos
(John y James Bernoulli, L’Hospital, Leibnitz, Newton), consistié en determinar la trayectoria
que una particula de masa m, debe recorrer, en un plano vertical, deslizdndose sin friccion bajo la
accion de un campo gravitacional constante, de manera que iniciando el movimiento en el punto
P,(X,,Y, ). pase al punto P,(X,,Y, ) en el tiempo minimo, tal como se muestra en la Fig.4.1.

Se podria pensar que el movimiento mas rapido de la particula, ocurre a lo largo de la
linea recta que une los dos puntos, pero ya Galileo apuntaba que algunas otras curvas
proporcionarian un tiempo menor que esta hipotética solucion. En 1696, John Bernoulli propuso
a sus estudiantes el reto de resolver dicho problema, y denomino brachistochrone
(Bpoyiotol =minimo , ¥pOvO( =tiempo), a la curva solucién del problema, que es la curva
llamada cicloide.

El funcional que gobierna este problema se obtiene de la siguiente manera: el tiempo T
requerido para que la particula se mueva desde el punto P, punto P, a lo largo de la curva v,

viene dado por la integral de linea:

T:jontzL% 4.1)
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donde s representa la longitud del arco a lo largo de y, ds/v es la tasa de cambio de la longitud
del arco con relacion al tiempo t, y la velocidad del movimiento es: v=ds/dt .

y

a <><’\ 7YW>

7iy=Y(x)

Fig.4.1 Trayectoria de una particula en el problema de brachistochrone.

Luego, la particula localizada en la posicion genérica (x,y) y deslizdndose a lo largo de v,
bajo la accion de la fuerza de la gravedad g (suponiendo que Y, >Y,), tendrd una energia cinética
de movimiento (E. ) dada por:

y, una energia potencial (E P) igual a:
Ep=may

La conservacion de la energia requiere que la suma de ambas energias permanezca
constante durante el movimiento, de tal modo que si la particula comienza en reposo en el punto
P,, con energia cinética inicial nula y energia potencial igual a mgy,, durante el movimiento se
debe verificar la siguiente relacion:

1
Emv2+mgy=mgy1 4.2)
La curva y puede representarse, en forma paramétrica, como:

viy=Y(X) , X, X=X,

siendo Y(X) alguna funcién que relacione x con y a lo largo de y.Entonces de la ec.(4.2) se
puede obtener la velocidad de la particula a lo largo de y; es decir:

v=y2gly, - Y()] (43)
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mientras que el elemento diferencial de la longitud del arco a lo largo de y vendra dado por:

ds=+1+Y, (x)*dx (4.4)

donde Y, (X)zm. Sustituyendo las ecs.(4.3) y (4.4) en la ec.(4.1), se obtiene:
X
J- 1+, (x)? @.5)
20y, - Y]

Esta ecuacion puede entonces considerarse como un funcional de dominio D, dado por el
conjunto de todas las funciones Y =Y(X), con primera derivada continua sobre el intervalo

[Xl,xz], que satisfacen las condiciones de contorno Y(X,)=Y, y Y(X,)=Y,. El valor
T =T(Y) del funcional del problema de brachistochrone es entonces:

1+Y, (x)*

_ 4.6
29ly, Y(><)]X (40

T()jl

para cualquier Y en D =D(T).

4.3.- La primera variacion de un funcional

Considérese inicialmente un problema unidimensional, descrito por una variable
dependiente y(x), donde x es la coordenada espacial. El problema fundamental en el calculo
variacional consiste en determinar el valor de y(x) que hace estacionaria la siguiente expresion:

X,

1= [F(X,Y, Y dx (4.7)

X1

donde y, =dy/dx, y, =d?y/dx? etc. En general, se desea determinar la funcién y(x) que hace

estacionario a I, y satisface ciertas condiciones de contorno. Al rango de funciones que satisfacen
las condiciones de contorno, se les conoce como “funciones admisibles”, y una de ellas hace
estacionario a I.

Supongase que el funcional dado por la ec.(4.7) tiene asociadas las siguientes condiciones

de contorno: y, = y(xl) en X=X,y Y, :y(xz) en X=X,, y sea Y(X) una de estas funciones
admisibles. Luego, cualquier solucion aproximada Y(X), en la vecindad de la solucion exacta
y(x), puede expresarse como:

Y(X) = y(x) +3y(x) (4.8)

tal como se ilustra en la Fig.4.2.
La variacion de y(x), dy(X), se define como un cambio arbitrario infinitesimal en y(x)

para un valor fijo de la variable x; es decir, para 6x =0. El operador & es llamado operador

135



variacional, y puede representarse graficamente tal como se muestra en la Fig.4.3. Notese que
para la posicion x mostrada, el incremento a-b puede considerarse como Y ; es decir, como una

variacion de y.

}FII. Gyl(v)
wi) ?:
|
oY) s
4 !
' |
' |
' |
| | PO
‘H.'1 W HE

Fig.4.2 Representacion grafica de la variacion de y(x).

Por otro lado, obsérvese que no existe un 06X asociado con un 8y . Esta condicion
contrasta con el proceso de diferenciacion en el cual, cualquier dy estd asociado con un dx. Se
puede entonces decir que dYy es, simplemente, la distancia vertical entre dos puntos de diferentes
curvas, para un valor de x dado, mientras que dy es la distancia vertical entre dos puntos de la
misma curva, separados una distancia dx, tal como se muestra, también, en la misma figura.

Y -
O
L/// W
dy

= X

Fig.4.3 Representacion grafica de la diferencia entre 8y y dy.

Se puede generalizar la idea anterior diciendo que el operador & representa un pequefio
cambio (infinitesimal), de una funcién, donde la variable independiente permanece fija, por lo
que es posible obtener la variacion de la funcion dy/dx . Luego, puesto que 3y(x) = Y(x) — y(X),

la variacion de dy/dx vendra dada por:
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M@ 2 2o

Como una consecuencia de la ecuacion anterior, se concluye que el operador & es
conmutativo con el operador diferencial; es decir:

dy)_d
[dxj ™ (3y) (4.10)

De forma similar, se puede mostrar que el operador variacional también es conmutativo
con el operador integral; es decir:

(] Folx )= [ (5F)lx @.11)

De igual modo, se define la variacion de un funcional de forma analoga a la diferenciacion
total en el calculo diferencial; es decir:

ol = §8y oF oy, + oF oY,y + ﬁéSx (4.12)

oy Y Y xx X

El ultimo término es igual a cero ya que la ecuacidn anterior representa la variacion de F
para un valor fijo de x, siendo por lo tanto, dx =0.

Considérese ahora la variacion de I, 81, correspondiente a las variaciones en la solucion
0y de la ec.(4.7). En analogia con el céalculo diferencial, la condicion necesaria para que el

funcional sea estacionario, es que la primera variacion de I sea igual a cero; es decir:

oOF. OF oF
Sl = j (aySy ayxgyx+ayxx5yxxjc|x=o (4.13)

Integrando por partes los dos ultimos dos términos de la ecuacion anterior, se tiene:

) [ F 4
I 6 X = I X( jdx—x dX(ESy)dx

dx Oy,
oF 8y - j AR sy g
8y L Adx\ oy
y
2 OF 2 oF d OF 2 d( oF
8y dx = ——(Syx)dXZ _Syx - _( szx dx
Jlayxx ayxx dX 8yxx x1 )‘(|.dX ayxx
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Integrando, de nuevo, por partes el altimo término de la ecuacion anterior:

2
OF d( oF 2 d?( oF
- 3y, dx S ——=] = |8y| + — |8y dx
I [ j ‘ayxx & dx(ayxj / Iolxz(ayxj /

x1 X X
y por lo tanto:

6I—IX2§—1 OF ), @° [ OF Vsvax +
"y Ty, ) e oy, )]

{6F d ( oF H
- 8y
oy, dx\ oy,

puesto que oY es arbitraria, cada término de la ecuacidn anterior debe, individualmente, ser igual

x2

x1

X2 X2

A F sy | =0 (4.14)

a}l)(X

x1 x1

a cero, luego:

2
r ooyl
X2
LA e - (150
ay)( X ayXX X1
oF _ [°
—38y,| =0 (4.15.¢)
ayxx x1

La ec.(4.15.a) es la ecuacion diferencial que gobierna el expresado mediante el funcional
dado por la ec.(4.7), y es llamada la ecuacion de Euler o Euler-Lagrange. Las ecs.(4.15.b) y
(4.15.c) representan las condiciones de contorno del problema.

Las condiciones de contorno:

X2
ﬁ_i(_aF J _0 (4.16.2)
8yX dX ayXX x1
y
oF [
Fl g (4.16.b)
ayxx X1

son las llamadas condiciones naturales de contorno. Si estas condiciones no se satisfacen,
entonces se debera verificar:
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dy(x,)=0 ; dy(x,)=0 (4.17.2)

8y (x,)=0 ; 8y, (x,)=0 (4.17.b)
para que las ecs.(4.15.b) y (4.15.c) se satisfagan. Las ecs.(4.17) se denominan condiciones de
contorno geométricas, esenciales, o condiciones de contorno forzadas. Es importante destacar
que las condiciones de contorno (4.15.b) y (4.15.c) pueden satisfacerse mediante cualquier
combinacion de las condiciones de contorno libres y forzadas.

4.4.- Funcionales con varias variables dependientes

En la mayoria de los problemas de ingenieria aparecen varias variables dependientes. Por
simplicidad se consideraran Unicamente dos (p.e., f y g). El funcional ser4 del tipo:

IF,0)= [ F(x..9.%,,0,)dx (4.18)

con las condiciones de contorno, f(xl):fl, g(xl):g1 y f(xz):fz, g(xz):gz, dadas. En este caso
se tendra que:

F(x)=f(x)+5f y g(x)=g(x)+3g

De modo analogo al caso anterior, la primera variacion del funcional de la ec.(4.18) sera:

X

si=[ F o+ ot +FsgT 59 |dx=0 (4.19)
1| of of a9 - 09,

X

Integrando por partes los términos que contienen 6f, Yy 89, , se llega a:

[ Sl e 2 et

Los dos ultimos términos de esta ecuacion son nulos en el contorno, y puesto que of y 8¢
son arbitrarias en el dominio, los términos que multiplican a &f y a 8g también deben ser nulos.
Asi, en este caso se obtienen dos ecuaciones de Euler-Lagrange:

|aF
"lag,

o9 (4.20)

x1

oF_dfoF), (4.21.2)
of dx|\ of,
F_dfoF)_, (4.21.b)
og dx ag
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Si existen mas variables dependientes, se obtendra otras ecuaciones, una por cada variable
dependiente.

4.5.- Funcionales con varias variables independientes

Existe también la posibilidad que el funcional dependa de dos o mas variables
independientes. El caso mas simple es:

_jj x,y,f,f,.f, )dxdy (4.22)

En la Fig.4.4 se muestra una region de dominio D y contorno S. Las condiciones de
contorno de este tipo de problemas, deben establecer que la funcion f debe ser igual a un cierto
valor sobre el contorno. Ahora se tendra:

f(x,y)=f(x,y)+5f(xy)
Luego:
£(xy)=f,(xy)+f,(x.y)

E(x, y):fy(x, y)+8fy(x, y)

cos ny=—dx/ds

3¢

sen nx=dy/ds

X

Fig.4.4 Definicién del dominio D y del contorno S.

y por lo tanto,

5|_H (GF& +F st +%6f ]dxdy:O (4.23)

y

Integrando por partes (Teorema de Green en el plano'), el segundo y tercer término de la
ecuacion anterior, se obtiene:

1

oH 0G d
J. G dA= _[ X H dA+J> HGn, ds, donde N, = d—: es el coseno director.
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—6f dxdy = — X | 5f dxdy + —8f L (4.24.2)
H g3 :f ©

\
IDI ;—ya‘ﬁy dxdy=—| %@—yj&f dx dy—{D aaf—y 5f d—: ds (4.24.0)

Luego, sustituyendo estas ecuaciones en la ec.(4.23), se obtiene:

al_jj ﬁ—i —3 F | It dxdy+ § Fdy FdXlio (@425
oy of, of, ds df, ds

y

La integral sobre S es cero ya que &f es cero sobre el contorno. Por lo tanto, la ecuacion
de Euler-Lagrange, en este caso viene dada por:

oF of(er) ofer)
F ax(afJ ELEJZO (4.26)

De forma similar se trata un funcional que contenga derivadas de orden superior.
Considérese por ejemplo, el siguiente funcional:

JJF(x Y .58, o By By oy 4.27)

rixr Ly
D

con las condiciones de contorno especificadas para f,f,,f, sobre el contorno S. El lector podra

verificar que la correspondiente ecuacion de Euler-Lagrange viene dada por:

oOF o0(oF) ofcF o° ( oF 0° oF 0? | oF
— — |t + +— =0 (4.28)
of  ox af Y, of, ) ox*\of, ) oxoy\ofof,) oy \of

yy

4.6.- Funcionales con varias variables dependientes y varias variables independientes

Finalmente se considerard el caso de funcionales con varias variables dependientes y
varias variables independientes. Estos son los funcionales que aparecen en la mayoria de las
aplicaciones de ingenieria. Por facilidad en la presentacion, se supondra un funcional con dos
variables dependientes y dos variables independientes, tal como:

I=” F(x,y,f,fx,fy,g gx,gy)dxdy (4.29)

D
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Ahora se debera tener:
f(x,y)=f(x,y)+of(x,y)

g(x.y)=g(x,y)+ag(x.y)

y por lo tanto:

f (%)=, (% y)+f,(xy) f,(x,y)=f,(x,y)+of, (xy)
9, (x,y)=9,(x,y)+a9,(x,y) 9,(x,y)=g,(x,y)+ag,(xy)
Luego:
OF . OF.. oF. oF. oF oF
ol =[[| Eof+ st + 7 of + 50+ 59, +-5g. |dx dy=0 430
Lj[af o Ot o O30t 90t gyJ x dy (4.30)

Después de la integracion por partes de los términos df, ,6f,,39,,39, se llega:

Al Sl S S5l Tl

+f Hfd—y—fd—x}sf{ OF dy oF dxﬂSgds:O (4.31)

ag, ds dg, ds
La integral sobre el contorno es cero y las correspondientes ecuaciones de Euler-Lagrange son:

6_Fj_z( oF

% = 8yL6f J:O (4.32.2)

X

oF 0 aFj o oF
S L B L 432b
ag ox\ag, WLGQyJ ( )

4.7.- El método de Rayleigh-Ritz

El método de Rayleigh-Ritz (o simplemente el método de Ritz), es un método numérico
mediante el cual se puede obtener soluciones aproximadas de los problemas que puedan ser
expresados en forma variacional. Dicho método consiste en asumir que la funcidon a determinar,
puede aproximarse mediante una combinacion lineal de funciones convenientemente
seleccionadas.

El grado de la aproximacion dependera de la adecuada seleccion de estas funciones. En
muchos problemas de ingenieria, la forma de dichas funciones se conoce razonablemente bien y
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el método, en estos casos, conduce a la solucidon exacta de dichos problemas. En general, una
solucion obtenida por el método de Ritz, puede mejorarse aumentando el nimero de términos
utilizados en la funcion de aproximacion. Para ilustrar este método, considérese el problema de
determinar la funcion y(x), la cual corresponde al valor estacionario del funcional:

I= Lxlz F(x,y,y, )dx (4.33)

con las condiciones de contorno: y(X,)= y(X2 ) =0.

Se supone, entonces, que la solucion puede aproximarse por una serie de funciones que
satisfacen las condiciones de contorno especificadas, de la forma:

Y(X)E yn (X):Cl(l)l (X)+C2 b, (X)"' s G Oy (X) (4.34)

donde los ¢, son pardmetros a determinar y ¢; son funciones conocidas de x. Si k es el orden de la
mayor derivada presente en el funcional, las funciones ¢, deben ser continuas hasta el orden
k —1. Adicionalmente, se supone que cada una de estas funciones satisface las condiciones
esenciales de contorno en forma exacta; es decir, en el caso del funcional de la ec.(4.33):

(%) =9,(x,)=0 (i=12,......,n) (4.35)

Cuando se aproxima y(x) por Y, (X), el funcional pasa a ser una funcion de los c;. Luego,
el problema se transforma en determinar el valor estacionario de una funcion de un niimero finito
de parametros C; (i.e., un problema ordinario del calculo diferencial), los cuales se determinan de
las condiciones:

ol .
E:O (1=1,2,....,n) (4.36)
I
obteniéndose, por lo tanto, un sistema de ecuaciones algebraico simultdneo, donde los ¢; son las
incognitas.

Cuando el método de Ritz se aplica a un funcional dado, se puede tener una medida de su
convergencia comparando los valores sucesivos que se obtienen del funcional a través de una
secuencia, para este caso, del tipo:

ygl) = C§l)¢1 (X)

y =P, (x)+co,(x) (4.37)

donde la i-ésima expansion incluye todas las funciones contenidas en las expansiones previas.
En aquellos problemas donde las condiciones de contorno no son homogeneas, es mas
conveniente seleccionar una serie de la forma:
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Y0)= ¥, (<) =05 () + €10, () + €, @, (X) + -+ €, 0, (X) (4.38)

En esta serie, (po(x) se selecciona de tal modo que satisfaga, exactamente, las condiciones de
contorno no-homogéneas, mientras que las restantes ¢, se seleccionan, igual que antes, para que
satisfagan las condiciones esenciales de contorno.

El siguiente ejemplo ilustra el procedimiento general de aplicacion del método de Ritz a
un funcional dado.

4.7.1.- Ejemplo 4.1. Ejemplo de aplicacion del método de Ritz

Supoéngase, entonces, que se desea determinar, a través del método de Ritz, una
aproximacion que haga estacionario el siguiente funcional:

1= [ v,7-y?-2x?y)ax (a)

sujeto a las condiciones de contorno: y(0)=y(1)=0. Un polinomio que satisface estas condiciones
de contorno es:

o =x(-x)3cx ©)

Como una primera aproximacion, se seleccionara un solo término de la expresion anterior.
Luego:

yi=¢,x(1-x) (c)
Vi =€i(1-2x) (@

Sustituyendo las ecs.(c) y (d) en la ec.(a), s obtiene:
I= J.Ol [cf (1—2x)°—cZx?(1—x)*—2x?c, x(1- x)]dx (e)

Luego, de acuerdo con la ec.(4.36):

% =_[01[2 c,(1-2x)’—2¢,x*(1—x)*=2¢,x*(1- x)]dx =0 63)

La integracion de la ecuacion anterior conduce al resultado:
¢, =0.1667 (2)

Luego, la primera aproximacion al problema propuesto viene dada por:
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¥, =0.1667x(1—x) (h)

Para mejorar esta solucion se puede, por ejemplo, considerar dos términos de la ec.(b); es
decir:

¥, =xL-x)c, +¢c, x) @)
y, por lo tanto:
)72X=c1(1—2x)+c2(2x—3x2) )

Sustituyendo las ecs.(i) y (j) en la ec.(a), se tendra ahora que I(yz)=l(cl,(:2). Haciendo
uso, de nuevo, de la ec.(4.36), parai= 1,2, se tendra que:

ol

oc,

0 ; —
oc,

0 (k)

lo cual conduce al siguiente conjunto de ecuaciones algebraicas simultaneas en C, y C,:

0.6000c, + 0.3000c, =0.1000

1
0.3000c, + 0.2476c, =0.0667 .
cuya solucion es:
c,=0.0813 y c,=0.1703 (m)
La segunda aproximacion a este problema es, por lo tanto:
¥, =x(1-x)0.0813+0.1703 x] (n)

4.8.- Relacion entre el método de Ritz y el método de los elementos finitos

Tal como se debe haber apreciado, el método de Ritz y el mef son, esencialmente,
equivalentes. Ambos métodos utilizan un conjunto de funciones de aproximacion como punto de
partida para obtener una solucidon aproximada. La principal diferencia entre estos dos métodos,
radica en el hecho que las funciones de aproximacion asumidas en el mef, no estan definidas
sobre todo el dominio del problema, y ademés no deben satisfacer las condiciones de contorno, si
no ciertas condiciones de continuidad. Debido a que el método de Ritz utiliza funciones de
aproximacion definidas sobre todo el dominio, su aplicacion queda restringida solamente a
aquellos dominios de forma geométrica relativamente simple. En el mef, existen las mismas
limitaciones geométricas, pero Unicamente a nivel de los elementos. Puesto que elementos con
formas geométricas simples pueden ensamblarse para representar geometrias complejas, el mef es
una herramienta numérica mucho mas versatil que el método de Ritz.

145



4.9.- Deduccion de las ecuaciones de los elementos finitos a partir de un principio
variacional

La solucion de un problema dado a través del mef, asociado con algin principio
variacional, requiere la determinacion de los valores nodales del campo de la variable (p.e., ¢),
que hacen estacionario el funcional del problema [p.c., I(¢)]. Como ya se establecid, se requiere
entonces que:

51(¢)= 2~ —8¢,=0 (4.39)

donde n es el numero total de los valores discretos de ¢ asignados al dominio de la solucién.
Puesto que los 6¢; son independientes, la ec.(4.39) es valida s6lo si:

ol .
—= : i=12,....... ,n (4.40)
a0

En el mef, el funcional I(¢) puede escribirse como la suma de los funcionales individuales
definidos en cada uno de los elementos que conforman la discretizacion del dominio; es decir:

|(¢):i|(e)(¢(e)) (441)

donde M es el nimero total de elementos. Luego, en vez de trabajar con el funcional definido
sobre toda la region del problema, se puede formular inicamente el funcional definido sobre cada
uno de los elementos, en forma individual. De la ec.(4.41) se tiene:

M
§1=2.519=0 (4.42)

e=1

donde 81'® se toma solamente con relacion a los valores nodales asociados con el elemento (e).
La ec. (4.42) implica que:

al@} a1 .
= =0 ; =12,.....,r 443
{ % |~ o J (4.43)

donde r es el nimero de nodos del elemento (e). Las ecs.(4.43) comprenden un conjunto de r
ecuaciones que caracterizan el comportamiento del elemento (e). El hecho que se pueda
representar el funcional como la suma de los funcionales de todos los elementos individuales,
proporciona la base para la formulacion de las ecuaciones de un elemento en particular, a partir de
algiin principio variacional. El sistema completo de ecuaciones de todo el problema, se obtiene
sumando todas las contribuciones [ecs.(4.43)], de todos los elementos en el proceso de
ensamblaje del mef; es decir:
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o1 _
~ o0, '

i=12,....,n (4.44)

La soluciéon del problema se obtiene resolviendo el conjunto de las n ecuaciones
simultaneas dadas por la ec.(4.44) para los n valores nodales de ¢ .

Notese que este procedimiento es completamente independiente del principio variacional
empleado, y que puede ser implementado en un esquema paso-a-paso en el método de los
elementos finitos.

4.9.1.- Ejemplo 4.2. Solucion de un problema de valor de contorno mediante un enfoque
variacional

Sea el siguiente funcional:
()= lf:{— (d—i)j +¢° + Zq)x}dx (a)

sujeto a las siguientes condiciones de contorno: (1)(0):(1)(1):0.
Supdngase que se desea determinar una solucion aproximada de ¢ a través del mef, donde

las ecuaciones de los elementos se deduzcan mediante el método de Ritz. De acuerdo con la
ec.(4.44), el método establece que:

donde:

o) = j {— [j—i’] e +2¢x}1x (b)

siendo le el dominio del elemento genérico e. Notese que esta ultima ecuacion es valida
independiente del elemento utilizado. En particular en la solucion de este problema se utilizaran
elementos unidimensionales de dos nodos por elemento. Asi, la aproximacion de ¢ en el interior

de cada elemento vendra dada por:
¢(X) = (X)¢j ()

Luego, sustituyendo la ec.(c) en la ec.(b), resulta:

16) = {— {i(‘yjd’j)}z (e, ) + 2(‘{‘j¢j)x}dx (d)

dx
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y por lo tanto:

M = ZE: al(d))(e) = iil{%l_[{_ Ljd_x (\de)j)}z + (\PJ(I)J' )2 + Z(qu’j )X} dx}O (€)

ay = 0f = O

0 o|d dvy, . .
Observando que aT)i(‘{'jd)j):‘Pi y que GT)i{&(Tjd)j)}:K’ la ecuacion anterior se

transforma en:

Zjd(;i d;:d¢ Z.[‘P‘Pchb Zj\yxdx 6)

e=1|e e=1 e e=1 e

en forma matricial la ecuacidn anterior se escribe de la siguiente forma:
E r(e) E_((e) E_((e)
RN ®
e=1 e=1 e=1

[.] d‘Pd

donde:
‘d —I‘{’iTj dx (h1)
le

(e)
it} j . x dx (h2)

Supongase, en primer lugar, que se discretizard el dominio del problema con un solo
elemento de dos nodos; es decir ¢ sera aproximada linealmente en el interior del elemento. Las

funciones de aproximacion de este elemento son:
1 1
=—(1- ; Y, =—(1+
5(1-¢) . =5 (L+E)

Luego, puesto las funciones de interpolacién son funcién de &, antes de evaluar las ecs.(hl)y
(h2), se debe realizar, el respectivo cambio de variables; es decir:

dv.
X=X =  dx=x,—2d§ = dx=Jd¢

17 ] dé
donde: J =X —l y, ademas:
dg
dx dg dx dx dg
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En este caso: d¥,/d§ =-1/2 y d¥, /d§ =1/2 y por lo tanto:

wonl D)0

donde h_es la longitud del elemento (e). Asi, las ecs.(h) se transforman en:

e I{ (dg daj i‘P,}d& (i)

(e)
{f,} :-j\Px\Pda (i2)

Ahora se pueden calcular los coeficientes de rigidez de este tipo de elemento:

© (@ 1 h, @ @ 1 h,
11:k22:h___ Kp=Ky=—-"7——

y los coeficientes del término independiente son:

©®  x.h X,h ©®  x.h X, h
1'"e 2% 1'"e 2 %e
fl T e & f2 5 +

3 6

El sistema de ecuaciones, a nivel de cada elemento, viene entonces dado por:

X
><

l 2
1 -1 2 1 2 g
i _h_e ¢l =he 3 6 (])
h,|-1 1 6(1 2|0, ﬁ Xy
6 3
a.-Discretizacion con dos elementos igualmente espaciados

En este caso, tal como se muestra en la Fig.e4.2.1, h, =1/2 vy, para el primer elemento x, =0

y X, =1/2, para el segundo elemento X, =1/2 y x, =1.

1 1) 2 2 3
I !
| |
| |

|

4>><

Ne

- he

Fig.e4.2.1 Discretizacion del dominio con dos elementos unidimensionales lineales.
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Luego, las matrices de rigidez de los dos elementos vienen dadas por:

Iil) _ l(<2) |5 1.0 -1.0 112 1 1 220 =250
TP T 210 1.0 | 12|21 2| 121-250 220

y los respectivos vectores correspondientes a los términos independientes son:

flot)t flo2)
'] 242 | 245
Por lo tanto para esta discretizacion, el sistema global de ecuaciones sera

220 -250 0.0 ||¢, 1 1

S —-250 440 -25.0/49, =21 6 (k)

0.0 -25.0 220 ||¢, 5

Las condiciones de contorno en este caso son: ¢, =¢, =0, y por lo tanto, la solucion de

este sistema de ecuaciones es:

L (420, - %:sz — 0.06818

12

b.-Discretizacion con tres elementos igualmente espaciados
En este caso, tal como se muestra en la Fig.e.4.2.2, h, =1/3 y, para el primer elemento
X, =0 y x, =1/3, para el segundo elemento X, =1/3 y X, =2/3, y para el tercer elemento

X, =2/3 y x, =1.0.

Fig.e4.2.2 Discretizacion del dominio con tres elementos unidimensionales lineales.

por lo tanto, las matrices de rigidez de los tres elementos vienen dadas por:
@ (2) ®) 10 -1.0 2 1 520 -55.0
ki [=|k;|=|kq |=]3 1 _1
-10 10 | 18|1 2 18| -55.0 52.0

y los respectivos vectores correspondientes a los términos independientes son:
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fil-24) -2 #)-20

Por lo tanto para esta discretizacion, el sistema global de ecuaciones sera:

520 -55.0 0.0 0.0 ([, 1
1|-550 1040 -550 0.0 |]|¢,| 16 0
18| 00 -55.0 1040 -55.0]|¢,| 54112
0.0 0.0 -55.0 520 ||¢, 8
Ahora, las condiciones de contorno son: ¢, =¢, =0, con lo cual el sistema anterior se reduce a:
11040 -55.0||¢,| 16
18| -55.0 104.0 ||¢,| 54|12
cuya solucion es: ¢, =0.054935 y ¢, =0.06751. La solucion exacta de este problema es:
sen X
X)=——-X m
ox)=— 7 (m)
Luego:
¢(1/3)=0.05550  ¢(1/2)=0.069747 #(2/3)=0.06820

Como puede observarse, las soluciones aproximadas se comparan perfectamente con las
soluciones exactas.

4.10.- Formulacion variacional de problemas de la mecanica de los solidos

La deduccioén de las ecuaciones de los elementos que gobiernan la mayoria de las
aplicaciones del mef a problemas de la mecanica de los solidos, se realiza a través de los llamados
métodos de energia. Estos métodos estan basados en el hecho que las ecuaciones que gobiernan
un estado de esfuerzos dado, o una configuracion deformable, se pueden deducir considerando la
minimizacion de la energia asociada con los desplazamientos (principio de energia potencial
minima), los esfuerzos (principio de energia complementaria minima), o una combinacion de
ambos (principio de Reissner).

Para un problema en particular, el uso de uno de estos principios podra llegar a ser mas
apropiado que otro, sin embargo, para la gran mayoria de los problemas relacionados con la
mecanica de los sélidos, el principio de energia potencial minima, no solo proporciona excelentes
resultados, si no que también, desde el punto de vista computacional, es el mas facil de aplicar.
Por este motivo, y siendo consistente con el desarrollo del texto, en este Capitulo se abordaran,
unicamente, los detalles de la deduccion de las ecuaciones de los elementos asociadas con este
principio. Antes, sin embargo, se hace necesario presentar un resumen de las ecuaciones basicas
de la mecénica de los s6lidos.
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4.10.1.- Ecuaciones basicas de la mecanica de los solidos

El comportamiento de un s6lido deformable, bajo la accion de acciones externas, y sujeto
a un determinado conjunto de condiciones de contorno, se define en términos de sus estados de
deformaciones y de tensiones. Las leyes y relaciones que deben cumplir las variables que definen
dichos estados, son de fundamental importancia y sirven de base para el estudio de estructuras
resistentes. En esta seccion, se resumen las ecuaciones basicas de la mecéanica de los solidos, para
un material eldstico lineal e isotropico. Su deduccion escapa al objetivo del texto, y pueden
encontrarse en cualquier libro de la mecanica de los solidos, o de la teoria de la elasticidad.

4.10.1a.- Ecuaciones de equilibrio externo

Si un cuerpo estd en equilibrio bajo la accién de un estado de carga externo dado, las
reacciones que se generan en los soportes (fuerzas y momentos), deben equilibrar las fuerzas y los
momentos externos aplicados. En otras palabras, las ecuaciones de equilibrio estatico deben
verificarse en todo el cuerpo. En la Fig.4.5 se muestra un cuerpo sometido a un estado general de
cargas. Si F,F,,F,, representan las fuerzas de volumen; T,,T,,T,, son las fuerzas de

superficie; Py,P,,P,, son las fuerzas concentradas (incluyendo las reacciones en los soportes A,
B,y C); My ,M,,M,, son los momentos externos concentrados (incluyendo las reacciones en

los soportes A, B, y C), las ecuaciones de equilibrio estatico pueden establecerse a través de las
siguientes ecuaciones:
Para el equilibrio de las fuerzas:

[FedV + [Teds+ P, =0 (4.452)
\Y% S
[Fodv+[T,ds+3 P, =0 (4.45b)
\Y% S
[Fodv+ [T, ds+>P, =0 (4.45¢)
\Y% S

y para el equilibrio de los momentos:

J(Fy=F 2)dv + [(T,y-T, 2)ds + M, =0 (4.46a)
\Y S
[(Rez=F, x)dV + [(Ty z-T, x)dS + Y- M, =0 (4.46b)
\% S
J(Fex=Fy)dV + [(T, x-T, y)dS + 3 M, =0 (4.46¢)
\4 S

donde V representa el volumen del s6lido y S la superficie del mismo.
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Fig.4.5 Cuerpo sometido a un estado general de cargas.
4.10.1b.- Ecuaciones de equilibrio interno

Debido a las acciones externas, un cuerpo se deforma y en cada uno de sus puntos
apareceran tensiones internas. Luego, cualquier elemento en el interior del cuerpo, debe
equilibrarse con los esfuerzos internos que se generan. Este concepto se traduce en lo que se
conoce con el nombre de ecuaciones de equilibrio interno. Teéricamente, el estado de esfuerzos
en cualquier punto de un cuerpo cargado, queda completamente definido en términos de nueve
componentes: G,,, Gyys Oy Tyys Tyxs Tyzs Ty Ty Y Txp- LAS ecuaciones de equilibrio interno

que relacionan estas nueve componentes del esfuerzo, se pueden deducir considerando el
equilibrio de fuerzas y momentos que actiian en un elemento diferencial de volumen. En la
Fig.4.6 se muestra, a modo de ejemplo, las componentes del esfuerzo en las caras perpendiculares
a la direccion x.

|
| a7
_ f/ ! Tl + g 9
Ter I
I:I_---n— | g )—ﬁ- Tev 4 B e dr
L3 | Fy dv
dy - | I Il
i #7er
r e + du
I ar
¥ |—-— d‘x’ —-I

Fig.4.6 Equilibrio interno en un elemento diferencial de volumen. (inicamente
en las caras perpendiculares al eje x).

Suponiendo que las fuerzas de volumen no producen momentos, el equilibrio de
momentos alrededor de los tres ejes coordenados (x,y,z), conduce a:
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x ; T, =T (4.47)

yz zy

Estas ecuaciones muestran que el estado de esfuerzos en cualquier punto del cuerpo,
puede definirse completamente con solo seis componentes G,,, Gy, G, Ty, Ty, Ty, El

equilibrio de fuerzas en las direcciones x,y,z, conduce a las siguientes ecuaciones diferenciales de
equilibrio:

XX 3 zz> “xy?

a.- Caso tridimensional:

ot,, 0o, Oty
+ + +F, =0 (4.48)
x oy oz
0
O T Ou p

b.- Caso bidimensional:

Para el caso bidimensional, las ecuaciones anteriores se reducen a:

5
8;5“ n ;;y +F, =0 (4.49)
X
ot oG
S =0 (4.49b)
X

c.- Caso unidimensional:
En el caso unidimensional la inica ecuacion gobernante es:

B F —0 (4.50)
OX

d.- Caso axisimétrico:

Los problemas tridimensionales que poseen simetria axial (sélidos de revolucién o
axisimétricos), sometidos a carga axial simétrica, se reducen a simples problemas
bidimensionales. Las ecuaciones de equilibrio interno para esta clase de problemas, se expresan
convenientemente, en las coordenadas cilindricas r,8,z, donde el eje z es el eje de rotacion de
simetria. La forma del cuerpo depende de r y z, pero es independiente de &. Por lo tanto es
suficiente considerar unicamente una seccion transversal en el plano r ,z (r > 0). En la Fig. 4.7a
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se muestra un ejemplo de este tipo de solidos. Como puede apreciarse en la Fig.4.7b, debido a la
total simetria de las cargas, todas las deformaciones y los esfuerzos son independientes del angulo
de rotaciéon O. El estado de esfuerzos que se genera en un elemento diferencial de volumen se

muestra en la Fig.4.7.c.

P. distribuida sobre
I'la circunferencia.

(@) (5)
z
g o, ,dv=rdedrdz
s | / =rdodA
Tzr
dz /T?’Z

Fig.4.7 Solido de revolucion. (a) Geometria; (b) Estado de cargas; (b) Componentes del esfuerzo.

Las respectivas ecuaciones de equilibrio interno vienen dadas por:

aGrr + a’Erz + G =Gy + Fr -0
or 0z r
ot 0o T

L+ —24+-24+F =0
or 0z r

donde F, y F, representan las fuerzas de volumen en las direcciones r y z, respectivamente.

4.10.1c.- Relaciones deformacion-desplazamiento

4.51)

Cuando la deformacion de un cuerpo eléstico es tal que solo tienen lugar desplazamientos
infinitesimales; es decir, la variacion de la longitud y la rotacion de cada fibra infinitesimal, son
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pequeiias comparadas con la unidad, los términos no lineales de las relaciones deformacion-
desplazamiento, pueden despreciarse, y quedan reducidas a:

a.- Caso tridimensional:

€ —6—u—ux € —a—u—vy € —@—uz
XX ox ) yy 8y ! 2z oz !
vxy=@+a—u=v,X+u,y vyz=@+@=w,y+v,z (4.52)
oxX oy oy oz
ou ow
Yo =—+—=U,Z+W,X
0z OX

donde u, v y w son las componentes del desplazamiento paralelas a las direcciones x, y, z,
respectivamente.

b.- Caso bidimensional:
Para el caso bidimensional, estas ecuaciones quedan:

_ou_
XX 8X

ov

€ u,X; en=—=VY; yxy:—+%u:v,x+u,y (4.53)

8_u
yy ay 6X
b.- Caso unidimensional:

en este caso la Unica relacion desplazamiento-deformacion es:

€y =—=UX 4.54
T o (4.54)
c.- Caso axisimétrico:
ou oW u
g, =—=Uu,r €, =—=W,Z € = —
or 0z r
(4.55)
oW du
Yo =—+—=W,I+u,z
o o0z

donde u y w son las componentes del desplazamiento paralelas a las direcciones r, y, z,
respectivamente.
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4.10.1d.- Ecuaciones de compatibilidad

Cuando un cuerpo sélido continuo se deforma sin llegar a la ruptura, no deb

€n aparccer €n

el mismo grietas o discontinuidades. En tal caso, se dice que el campo de los desplazamientos; es

decir, el conjunto de los desplazamientos de todos los puntos del solido, es
deformaciones calculadas a partir de los desplazamientos, segun las ecuaciones

continuo. Las
anteriores, se

dicen que son “compatibles”. Cuando, en cambio, se dan las deformaciones, no se podra, en
general, calcular el campo de desplazamientos que las producen. Esto se debe a que existen seis

deformaciones, pero solo tres desplazamientos. Para que las deformaciones sean

efectivamente

compatibles; es decir, que se deriven de un campo de desplazamientos continuo, deberan

satisfacer las llamadas “ecuaciones de compatibilidad”, las cuales vienen dadas por:

a.- Caso tridimensional:

828><>< + 628yy — aZYXY . azgyy + a2822 — 82’sz . a2822 + a2822 — 82'sz
oy>  ox*? oxoy oz oy*  oyor’ ox? 0z 0zox
li aYXy _ aY)’Z + &sz — 828xx . Ei any + 8sz _ asz — a28)’)/ (4 56)
20x\ oz ox oy oyoz  2oy\ 6z ox oy ozoX '
12 _ aYX)’ + 6YYZ + asz — 828zz
20z 0z OX oy oxoy
b.- Caso bidimensional:
Para el caso bidimensional, las relaciones que deben verificarse son:
e Estado plano de deformaciones:
2 0% 0?
0 S;X + Zy _ YXy (457)
oy OX oxoy
e Estado plano de tensiones:
%8, 828yy 82yxy
2 ox2 oxoy
(4.58)

2 2 2
6822220; 5822:0; 0°e
OX oy

y24

=0
oxoy

c.- Caso unidimensional:

En el caso unidimensional las condiciones de compatibilidad
automaticamente.

se satisfacen
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d.- Caso axisimétrico:

Las relaciones deformacion-desplazamiento dadas por las ecs.(4.55) conducen a la
siguiente ecuacion de compatibilidad:

2 2 2
a 929 +la Szrr +Zagee _lagrr :18 Yre +i28Yr9 (459)
or r 00 r or r or rorod r° 00
4.10.1e.- Ecuaciones constitutivas

a.- Caso tridimensional:

Para un material elastico lineal e isotrdpico, las relaciones constitutivas, en el caso
tridimensional, vienen dadas por:

c,, =Ae+2ue,,

G,, = Ae+2us,, (4.60)

G, =Ae+2ue,

Txy = “’ny; Tyz = Msz; Ty = Wy,
donde:
e=g,,+&,,+€,
y
vE E
(1+v)(1-2v) 2(1+v)
son las llamadas constantes de Lamé.
b.-Caso bidimensional:
En problemas bidimensionales, estas ecuaciones se reducen a:
e Estado plano de deformaciones:
En este caso: ¢,, =v,, =7,, =0. Luego se tendra:
O, =A€+2ue,,
o, =Ae+2ue,, (4.61)

Txy =Yy
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donde ahora:
e=g,, +€,,

La componente del esfuerzo en la direccion z es distinta de cero y viene dada por:

c,, = V(GXX + cyy) (4.62)

e Estado plano de tensiones:

En este caso: 6, =0,, =0, =0, y las ecuaciones constitutivas se pueden escribir en

forma idéntica a las ecuaciones correspondientes al caso de estado plano de deformaciones, donde
ahora:

"= 1-v° ; =

c.- Caso unidimensional:

En el caso de problemas unidimensionales, la tinica componente del esfuerzo distinta de
cero, es la componente normal G, la cual viene dada por:

s, =Eg, (4.63)

d.- Caso axisimétrico:

En este caso las ecuaciones constitutivas vienen dadas por:

c, =Ae+2ue, (4.64a)
Ggo = A€+ 21Eq, (4.64b)
G, =Ae+2ue, (4.64c¢)
T, = h, (4.64d)

donde ahora:

€=€,+E€y, T €,

vE ) E
~(1+v)(1-2v)
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4.10.1f.- Condiciones de contorno

En los problemas de la mecénica de los solidos, pueden existir condiciones de contorno de
diferente tipo, sin embargo, las mas frecuentemente encontradas, estan asociadas bien sea con los
desplazamientos, o con los esfuerzos. Las primeras requieren que sean conocidos los
desplazamientos de algunos puntos situados en la superficie S del solido, mientras que las
segundas, requieren que los esfuerzos generados en el solido, estén en equilibrio con las fuerzas
externas aplicadas en algunas partes de la superficie del mismo.

Conceptualmente, se puede considerar que la superficie exterior del solido, esta dividida
en dos partes S, y S,, tal como se muestra en la Fig.4.8, de modo que:

S,US, =S (4.65)

Fig.4.8 Division tedrica del contorno S de un cuerpo de volumen V.

Sobre la superficie S;, se especifican las condiciones esenciales de contorno de
desplazamientos, debiéndose verificar que:

I
=

u=u; V=V; w en S, (4.66)

donde U,V y W, son los desplazamientos conocidos.
Sobre la superficie S,, se especifican las condiciones naturales de contorno de fuerzas, en
donde se debe verificar que:

Tn = On en SZ (467)

donde T, es un vector de fuerzas conocidos en un punto de la superficie dado, y on es el vector
de tracciones internas en el mismo punto.

a.- Caso tridimensional

De acuerdo con el sistema de referencia seleccionado, para el caso tridimensional, las
respectivas componentes del vector de tracciones viene dado por:
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Tx=0c,n, +1,,n,+71,,N,
Ty=1,N,+0,N, +1,N en S, (4.68)
T:=1,N, +7,N,+06,0N,

b.- Caso Axisimétrico

Para el caso axisimétrico, las respectivas componentes del vector de tracciones vienen
dadas por:

T, =c, N, +1,0N,
en S, (4.69)

T,=t,Nn +o0o,n,

Como ejemplo, para el caso bidimensional, en cualquier punto del contorno, las
condiciones de contorno pueden ser alguna de las siguientes cuatro combinaciones:

a.- uyv especificadas = T, y T, son las incognitas.
b.- uy T, especificadas = T, y v sonlasincognitas.
C.- vy T, especificadas = T, y u son las incognitas.
d.- T, yT, especificadas = U Yy V sonlasincognitas.

4.10.2.- Principio de la minima energia potencial

El principio de la minima energia potencial establece que: Para sistemas conservativos, de
todos los posibles estados de desplazamientos cinematicamente admisibles, aquellos que
satisfacen las ecuaciones de equilibrio, corresponden a un valor estacionario de la energia
potencial del sistema. Si la condicion estacionaria es un minimo, el estado de equilibrio es
estable.

Los desplazamientos cinemdticamente admisibles son aquellos que satisfacen la
naturaleza de valor tinico de los desplazamientos (compatibilidad), y las condiciones de contorno.
En este principio las incognitas son los desplazamientos y por lo tanto la compatibilidad se
satisface automaticamente.

La energia potencial m,, de un sistema (cuerpo elastico y cargas que sobre €l actian) se

define como:

n =U-W (4.70)

donde: U es la energia de deformacion del cuerpo 'y W, es el trabajo realizado sobre el cuerpo

por las cargas externas.
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4.10.3.- Elasticidad tridimensional

Para el caso tridimensional, el principio de la energia potencial minima se expresa,
matematicamente, de la siguiente manera:

om, (u, v, w)=0U(u, v, w) — 8W, (u, v, w)=0 4.71)

Es importante que se note que la variacion se realiza con respecto a los desplazamientos
u,v y w, mientras que las fuerzas y los esfuerzos se suponen constantes.

4.10.3a.- Energia de deformacion

El trabajo realizado por las fuerzas externas que causan una deformacion dada, es
almacenado en el interior del cuerpo en la forma de energia de deformacion. En un proceso
elastico ideal, no ocurre energia de disipacion y toda la energia almacenada se recupera una vez
que se descarga el cuerpo.

Considérese un prisma rectangular de dimensiones dx, dy, dz, el cual estd sujeto a una
tension axial en la direccion x. En la Fig.4.9a. se muestra la vista correspondiente al plano xy de
dicho elemento. Si se supone, como generalmente es el caso, que la carga se aplica muy
lentamente, es razonable asumir que en todo instante se mantiene el equilibrio.

4 T [Tmite de

% u XX proporcionalidad
u
™ do,, i » no linealidad
T ° elastica

O xx
y dx g—idx
X
e
A€y

(a) (b)

qQ
X
x
[N
<

linealidad
eldstica

Fig.4.9 Energia de deformacion. (a) Elemento sometido a fuerza axial; (b) Represen-
tacion grafica de la densidad de energia de deformacion.

El trabajo neto realizado sobre el elemento por la fuerza , dydz, es por lo tanto:
dW=dU=| cxxd(gudxjdydz: [ 5,0z, (dxdydz) (4.72)
0 X 0

Notese que dW es el trabajo realizado sobre dxdydz, y dU es el correspondiente incremento de la
energia de deformacion.

Designando la energia por unidad de volumen (densidad de energia de deformacion),
como . ,, para un material elastico lineal se tiene que:

162



4.73)

SX SX
u 0 =j Gxxdgxx:_[ Egxxdsxx
0 0

(4.74)

Después de integrar la ec.(4.72), se obtiene:
1
€

1-.
ngx =-0,x8xx

U,=_Ee =
2 2
puede

Esta cantidad representa el drea sombreada mostrada en la Fig.4.9b. El area por encima de la
densidad de energia complementaria,

curva esfuerzo-deformacién, denominada
(4.75)

determinarse mediante:
GX
U (0] = J‘ 8X)( dGXX
0
(0]

. , . . * . ;e .
Para un material elastico lineal, . = ,, pero para un material elastico no lineal . | y.

difieren, tal como puede apreciarse en la Fig.4.9b.
esfuerzos normales es, simplemente, la suma de expresiones similares a la ec.(4.74), en cada

Cuando o,,,6,,YG,, actian simultinecamente, el trabajo total realizado por estos
direccion. Esto se explica en el hecho que el esfuerzo en la direccion X no trabaja en las

(4.76)

zz ZZ)

direcciones Yy o z. La energia de deformacion total por unidad de volumen es entonces:

O xExxTOyyEyy 10, €

(

1
U==
2
La energia de deformacion elastica asociada con la deformaciéon por corte, se puede
analizar considerando un elemento de espesor dz, sujeto Ginicamente al esfuerzo cortante T, , tal

como se muestra en la Fig.4.10.

Fig.4.10 Elemento diferencial de volumen sometido a esfuerzos cortantes.

En dicha figura, se puede notar que la fuerza de corte 1,, dxdz causa un desplazamiento igual a
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4.77)

Debido a que el trabajo realizado por t,, que acompafia las deformaciones
perpendiculares y,, yy,, es cero, la densidad de energia de deformacion total asociada

unicamente al corte, se determina mediante el principio de superposicion de los tres términos
idénticos al dado por la ec.(4.77); es decir:

1
UO:E(rxyyxy+‘ryzyyz+‘txzyxz) (4.78)

En un caso general de esfuerzos, la densidad de la energia de deformacion se determina sumando
las ecs.(4.76) y (4.78):

0 XX ©xx yy©yy 22%72z

U :;(cs €10, €,10,,€ +Txyyxy+ryzyyz+rxzyxz) (4.79)

En funcion de los esfuerzos, la ley de Hooke viene dada por las siguientes ecuaciones:

O = Mo + 8y + 85, )+ 208, (4.80.a)
Gy, = Meu +8yy +85, )+ 2ue,, (4.80.b)
G, = Mey +&yy +6, )+ 20, (4.80.c)
Ty = MYy (4.80.d)
Ty, = WYy, (4.80.e)
Tye = Yy, (4.80.9)
donde:
___VE _E &
~(1+v)(1-2v) y M)

Introduciendo estas relaciones constitutivas en la ec.(4.60) se obtiene:
1
U0=§[Xez+2u(six +8§y+gfz )+ ;,L(yieryf,Zeriz)] (4.81)

Si ahora se introducen las relaciones deformacion-desplazamiento dadas por las ecs.(4.52), en
esta Ultima ecuacion se obtiene:
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UO:;{?»(U,X +V, Y+ W,z)2+2,,l[(u,x)2 +(v,y) +(w, Z)Z] "

u[(u,y+v,x)2 +(v,z+w,y) +(u,z+w,x)2]} (4.82)

Es importante notar que U, es funcion, Unicamente, de los desplazamientos. Para

determinar la energia de deformacion almacenada en todo el cuerpo, se debe integrar la densidad
de energia elastica sobre el volumen original, o no deformado, dV:

U= I U, dv :;I {x(u,x +v,y+w,z)2+2u[(u,x)2 +(v,y) +(W,Z)2] +

u[(u, y+V,XF +(V,z+w,y) +(u,z+w,xy ]}dx dydz  (4.83)
4.10.3b.- Trabajo realizado por las fuerzas externas

El trabajo realizado por las fuerzas externas que actian sobre un cuerpo eldstico, puede ser

separado de acuerdo con el tipo de fuerza actuante: concentrada (P,), de volumen (F) o de

superficie (T,).
El trabajo realizado por una fuerza concentrada (Wp)es, simplemente, el valor de la

fuerza multiplicado por el desplazamiento, en la direccion de la fuerza en el punto de aplicacion
de la misma, luego:

W, => u,P,; +V,P,; + WP, (4.84)
i=1
donde: n es el numero de fuerzas concentradas que actian sobre el cuerpo, P, 5yi, P, son las

componentes de la fuerza P, en las direcciones de las componentes del desplazamiento u, vy w,

respectivamente.
El trabajo realizado por las fuerzas de volumen (W, ), viene dado por:

W, = J.(u F +VF, +WF, )dV (4.85)
\Y

y, por ultimo, el trabajo realizado por las fuerzas de superficie (WS) se expresa mediante:

W, = _[(u Te+VTy +WT.)dS, (4.86)
S,
donde S, es la parte de la superficie S, en la cual las fuerzas de superficie estan prescritas.

El trabajo total efectuado por las todas las fuerzas que actuan sobre el sistema es,
entonces, igual a:
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W =W, + W, +W, :I(u?x +v?y+w?z)dV+I(uTx +vTy +WT,)dS, +
v S,

n

Z(u P, +V,P, +Wiﬁzi) (4.87)

i’ xi
i=1

Sustituyendo ahora las ecs.(4.83) y (4.87) en la ec.(4.70), se obtiene la energia potencial
del sistema:

T =%j {k(u,x +v,y+w,z)2+2u[(u,x)2 +(v,y) +(W,Z)2] +

u[(u,y+v,x)2 +(v,z+w,y) +(u,z+w,x) J}dxdydz—

I(u?x +VFy +W?z)dxdydz—j(uTx +vTy +WT,)dS, -
\% S,

> (UP+VP,+W,P,)  (488)
i=1

4.10.4.-Elasticidad axisimétrica

En el caso de la elasticidad axisimétrica, el principio de la energia potencial minima se
expresa, matematicamente, de la siguiente manera:

om, (u, w)=0U(u,w) — W, (u, w)=0 (4.89)
4.10.4a.-Energia de deformacion
Siguiendo un razonamiento similar al empleado en la deduccion de la ecuacion que

permite evaluar la energia de deformacion, asociada con la elasticidad tridimensional, en el caso
de los problemas relacionados con la elasticidad axisimétrica, dicha ecuacion viene dada por:

0o 7z 77z

U =;(Gr,8”+oeesee+0 £, +T. 7, ) (4.90)

En términos de los esfuerzos, la ley de Hooke viene dada, ahora, por las ecs. (4.64):

Oux = 7\,(8" + €go + €4 )+ 2Mgrr

XX
oy = Mey +Ep 8, )+ 21igy,
Cp = }\’(Srr + 866 + €4 )+ 2l’ngz

TI’Z = M’YI’Z
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Introduciendo las relaciones desplazamiento-deformacion dadas por las ecs.(4.55) en la
ec.(4.88) e integrando sobre el volumen del sélido, se obtiene:

Uino dv %H?{u r +%+w,zj2+2p{(u, ry +(%)2 +(W,Z)2} +

w(u,z +w,r) } rdodrdz =

_rndej{ (u F+—+Ww, zjzjtzp{(u,r)2 +GJZ +(W,Z)2} +

w(u,z +w, r)z} rdrdz =

nrj{ (u [+ —+Ww, zj +2u|:(u,r)2 +(l:j2 +(w,z)2} + u(u,z+w, r)z} dA (4.91)

4.10.4b.- Trabajo realizado por las fuerzas externas

El trabajo realizado por las fuerzas concentradas se determina mediante:

W, = > u;Pi +W;Pii (4.92)

i=1

donde: n es el nimero de fuerzas concentradas que acttian sobre el cuerpo, P;, P, son las

componentes de la fuerza P, en las direcciones de las componentes del desplazamiento u, y w,

respectivamente.
El trabajo efectuado por las fuerzas de volumen es igual a.

W, = [(uF: +wF.)dV=2r[r(uF: +wF:. )drdz (4.93)
v A

y, finalmente el trabajo realizado por las fuerzas de superficie viene dado por:

Wy = [(uTr +wT.)dS, =2n[r(uT: +wT.)ds, (4.94)

S, S

donde S,es la parte de la superficie S, en la cual las fuerzas de superficie estan prescritas. El
trabajo total efectuado por las todas las fuerzas que actiian sobre el sistema es igual a:

W =W, + W, +W, _2nj (UFr +WF:)dA+2r[r(uT: +wT.)dS, +
S,

> (u;Psi +w;Pa) (4.95)

i=1
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De modo que la energia potencial del sistema, para este caso, viene dada por:

T, :nri k(u, r+ l;+W,ZT+ZM[(U, ry +(l;)2 +(W,Z)2} + p(u,z+w, r)z} drdz

—2n[r(uF +WF:)dA -2 [r(uT: +wT.)ds, - Zn:(uim +W,Pzi)=0 (4.96)
\Y

S, i=1

Como ya se menciond, el campo de desplazamientos U= u(u,v,w) o U= u(u,w), que
minimiza 7, y satisface todas las condiciones de contorno, es aquel que satisface las ecuaciones
de equilibrio.

Cuando se deducen las ecuaciones asociadas con el método de los elementos finitos a
través del principio de energia potencial minima, se asume la forma de la variacion de los
desplazamientos en el interior de cada elemento y se establecen las condiciones que minimizan el
funcional 7. Las ecuaciones resultantes son las ecuaciones de equilibrio aproximadas, mientras

que las condiciones de compatibilidad se satisfacen automaticamente. Este método es llamado
“método de rigidez o de los desplazamientos” del método de los elementos finitos.

4.11- Deduccion de las ecuaciones de los elementos finitos asociadas al principio de la
minima energia potencial

La deduccion de las ecuaciones de los elementos finitos, correspondientes al principio de
la minima energia potencial, se realizara a través del método de Ritz, tal como fue presentado en
la seccion 4.7.

4.11.1.- Elasticidad tridimensional

En el caso de la elasticidad tridimensional, el método de Ritz, de acuerdo con la ec.(4.44),
conduce a los siguientes sistemas de ecuaciones:

= =0 4.97a
ou; ezzll ou, ( )
onp, < an(e)

= =0 4.97b
" le o (4.97b)
on, « 8Tcp(e)

= =0 4.97c
ow, ; ow, ( )

(e)

donde m,"’viene dado por la ec.(4.88).

Sobre cada elemento (e), el campo de los desplazamientos se aproximara, de acuerdo con
el mef, del siguiente modo:

u="y,u, =12t (4.982)
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v="Py, i=1,2,r (4.98b)
w="Yw, i=1,2,r (4.98¢)

donde r es en numero de nodos por elemento. Luego, de acuerdo con la ec.(4.97a) se tendra:

agfj, _j{ COMTTER a7 w)aal(\iju,w v +Wow,) +
20,0 2, o] (0,0, 200, 00,,)
(W,,u,+%,w, )ail(\ynu,w W)+ }dxdydz -
iaii(qguj)a dxdydz—S{;Ui(‘Pjuj)Tx ds, - ianxFO
[0+ v+ w ) 200 (e

\Y

(P,,u; +¥,,w, ¥, [jdxdydz— j\Pdexdydz I‘PTde —Zﬁxi=o
i=1

hz7i
S,

donde es importante notar que: 88 (‘P u. ) Y, 86 (‘I’lxu J) Y, , etc. Agrupando términos:
u :

[0+ 20w 2, +ule, ey, + 9,9, u;+ o, v

Ly IB% 1,z ).z I,X ]y Vi +
\Y%

iy JXJ

JW }dx dydz -

+u'Y,

b, v, +u¥,, W

ix *jz iz *jx

j‘Pdexdydz I‘PTde Zpizo (4.992)

2

donde:

T =[x +2p)u, x+ Av,y +w, z)]n, +p(u, y+v,x)n, +p(u, z+w,x)n,

De forma similar, de la ec.(4.97b) se obtiene:

omy” _j{[w W AL U (20 Y (e LY )Y, +

Ly &)X LX 7Ly IL,X © ], X
ov,

[7&}’ +u¥, Y JW }dxdydz -

iy “jz iz Ty
I‘PFydxdydz I‘I’Tde Zpizo (4.99b)

2
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donde:

Ty =p(u, y+v,x)n, +[(h + 20) v,y + Mu,x+w,z)|n, +p(w,y+v,z)n,

y, finalmente, de la ec.(4.97¢):

ag\;, = [ Dow vy e 0w, Jup+ v, a9 Jwy -
[ +2u) P, + (0P, + P, )| Wy jdxdydz —
I‘Pdexdydz I‘PTZdS —ZPZ,_O (4.99¢)
donde: )

To=p(u, z+w,x)n, +p(w,y+v,z)n, + [(A +2p)w, z+ A(u,x+v,y)]n,

Luego, a nivel de cada elemento (e), las ecs.(4.99) se pueden escribir en forma matricial de la
siguiente manera:

O TEOT? TOT]( (e )
K K K {U,} {fu}
C@7* TE©72 [©73 (e) (e)
kij kij kij 7 = q<f, (4.100)
T T2 TR || (@ (¢)
ij ij ij Wi fi3

donde:

11
k.} = [0+ 20w, 9, +ulw,, ¥+, ldxdydz
Vv

_I(f;_ —HH’,X v, +u Y JX]dxdydz

_I?i)j_ _j[w,x Y, +uy Y JX]dxdydz

o (4.101)
-

Ky | = [lo+20)w, v, +u(e, ¥, + 9,9, ) dxdydz

TERE :

k| = j o, W, +uw,, W, Jdxdydz

L %

— [+ 20) %, %, +u(v, ¥, +¥,,¥,, |dxdydz

1,X J.X Ly IB%

1
=

II—I

< '—o
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y, por simetria:

{
e

} = _[\Pi Fx dx dydz+ I‘I’iTx ds, + anﬁxi
\ S, =1

}: J.‘{’Fy dx dy dz + I‘I’iTy ds, + anﬁyi
Vv S, =1

() .
{fiS} = I\III F. dXdde+ J.\PiTZ d52 + Z Pzi
v S, i=1

Notese que la deduccion de las ecuaciones anteriores es independiente del tipo de
elemento finito (y por lo tanto independiente de las funciones de interpolacion) seleccionado. Una
vez decidido el elemento a usar, se podra determinar, a nivel de cada elemento, los coeficientes

de cada una de las matrices y vectores dados por las ecs.(4.101).

Finalmente, el ensamblaje de las matrices y vectores de las ecs.(4.101) conduce al
siguiente sistema global de ecuaciones:

(]
M
:

M- 2D

©
Il
LN

o
K,

11

21

31

1M £ 2D

[+
Il
LN

K,

r (e) 12

[
I x
L=

]
L
—

22

32

Mr 1M

[+
Il
LN
I
L
i
UN

(4.102)

el cual, una vez introducidas las respectivas condiciones de contorno y resuelto, permitird conocer

el campo de desplazamientos asociado a un problema dado de la mecénica de los solidos.

4.11.2.- Elasticidad axisimétrica

En el caso de la elasticidad axisimétrica, el método de Ritz, conduce a los siguientes
sistemas de ecuaciones:

donde m,"

on, <& on,

= :o
ou, ezzll ou,
on, :ZE:anP(e) 0
avvl e=1 an

viene dado por la ec.(4.96).

(4.103a)

(4.103b)
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Sobre cada elemento (e), el campo de los desplazamientos se aproximara, de acuerdo con
el mef, del siguiente modo:
u="Yu;, J=1,2,1 (4.104a)

w=Yw, i=1,2,r (4.104b)

donde r es en numero de nodos por elemento. Luego, de acuerdo con la ec.(4.103a) se tendra:

(e)
Omp =2“I rx(\PjrujJrl\PjujJr‘szwjja
ou; Y ’ r : ou.

0 1 o (1 P
2“{( ) g (e (om0 (Do o) 2

(‘Pjvruj + i\Pjuj + \Pj’zwjj-l-
(‘P,-,ZW,-)}+
{(‘I’JZUJ+‘I’ W )a(z (‘PJZuJ+‘P W )}}drdz—

0 - 0 _
2n£rau(‘Pjuj)Frdrdz—2n§[rau(‘Pjuj)TrdSZ— Pi =0

Puesto que la constante 2m es comun a todos los términos, éste término puede ser
removido de la ecuacion anterior. Luego, agrupando términos:

]

j{ {r (L +2u)¥, P, +ur P, Y, +(h+20)

A

P
L +7M(‘I’i'r‘1’j+\I’i‘}’j’r )+}u.+
r
[, W, + AP, + T, |, fdrdz -
jr\PF drdz— Ir‘PT ds —ZP" =0 (4.105a)

donde:

T :{(k+2p)u r+ 7{ +W, zﬂnr+u(w,r+u,z)nZ

De forma similar, de la ec.(4.103b) se obtiene:

om,®
a\;/, —j P, w, + ¥, % )+ure, v, u,+
|0 +20)r ¥, +ur®, ¥, | w,fdrdz -
[reF.drdz— [reT.ds,- iﬁzi =0 (4.105b)
A S. i=1
donde:

_|
I

u(w,r+u,z)n, +{(}L+2p)w Z+ k(r +U, rﬂn
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A nivel de cada elemento (e), estas ecuaciones se escriben de la siguiente manera:

@ [T (@ (e)
RINCIRNA
@12 TEe12N ([T [e (4.106)
BT [RT b)) %

O Y, v,
Ky | = [|r (o209, ¥, +ur e, W, +2 AW, Y+ )+ 20 |drdz
A

r

~—

donde:

r (e) 12

ki | =[lraw, e, +aww, +rue, ¥, Jdrdz
A

21
ky | =] rw, ¥, +¥,¥)+ury, v, |drdz
A

(4.107)
- (e)—22

[ +20)r e, W, +urw, W, drdz

> —

{Ei} = Ir‘I’i Frdrdz + _[r‘PiTr ds, + Zn:ﬁi
A S, i=1

{152} :Ir‘I’i?z drdz+IrTiTz ds, + anﬁzi
A S, i=1

Finalmente, el ensamblaje de las matrices y vectores de las ecs.(4.107), sigue el mismo

procedimiento general ya discutido y conducird a un sistema de ecuaciones similar al de la
ec.(4.102).

4.12.- Evaluacion de los coeficientes de las matrices locales de rigidez y de los vectores de
cargas nodales equivalentes de los elementos

Para facilitar la escritura, y sin que por ello se pierda generalidad en el procedimiento del
calculo de la matriz de rigidez de los sistemas (4.101) o (4.107), se supondrd el caso
bidimensional del primer conjunto de ecuaciones; es decir:

(e) 11
{ku} = tf{[(% + 20, P, + M‘Pi,y‘l’,-,y]dx dy (4.108a)
A
(e) 12 (e) 21
[ku} :[ ;i} =1 I [%‘Pi,x‘l’,-,y +u‘Pi,y\P,-,X]dxdy (4.108b)
A
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() 22
{k.} =t j [+ 20w, W, +uy,, W, ]dxdy (4.108c)

A
4.12.1.-Coeficientes de la matriz de rigidez

Para la evaluacion de los respectivos coeficientes de rigidez se debe, en primer lugar,
transformar estas ecuaciones al sistema local de referencia (£,m) de cada elemento. De acuerdo
con las ecs(3.60), se tendra entonces:

Ol S . . . x
{kij} = t.[_ll.[_ll[(k + ZM)(JH‘PLé +J33, ¥, X‘]H‘Pj,é +33,%¥;, )+

W50, + 35, N33, + 35, )3|Jdedn (4.1092)

@1 [T PR . . .
{kij} - [kii} =t [ [ O + 359, 05 + 35,9, ) +

M5 + 35, L + 3, )J9ldg dn (4.109b)

(e) 22 +1 o+ . N . .
{kij} = tj_llj_ll[(x + 2p)(J 9 TR O XJ I ST O ) +
ML + 3% 0+, )Jdedn (4.109¢)

son, respectivamente, el jacobiano de la transformacion y los coeficientes de la

*

donde I y J

inversa del mismo, los cuales estan dados por la ec.(3.71).
Como puede apreciarse, estas ecuaciones solo podran ser integradas numéricamente de

acuerdo, segun el tipo de elemento utilizado, con las férmulas de integracion dadas en la Tabla
3.3.

ij°

4.12.2.- Coeficientes del vector de cargas nodales equivalente

Para la evaluacion del vector de cargas nodales equivalente, considérese el caso particular
mostrado en la Fig.4.11a.

Y U R R (CROICR )
Tx3
Y ! ’ =141 -n)
L 1 T V5= (146)(1+7)
2
_ly_
X Tx2 (=1,-1) (1,—1) M*AW (1+m)
(a) (b)

Fig.4.11 Vector de cargas nodales equivalentes para el elemento rectangular lineal.
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Se supone que el elemento mostrado esta situado en el contorno y que sobre su lado 23 actta una
carga distribuida en la direccion x. En este lado del elemento patréon, £ =1 y por lo tanto, las

funciones de interpolacién de este elemento se reducen a: ¥, =¥, =0,y ¥, =1/2(1-n) y

¥; =1/2(1+n).
En este caso, el vector de cargas viene dado por :

(¢ _
{fu} = [T, ds, (4.110)
S,

Luego:
dS, =/(dx)* +(dy)* (4.111

dSlz\/(a—ng axdj (‘Wdaﬁy J
o€ 0 o€ on

() (e) 2 (o) (e) 2
Judé+ Jaidn | +| J12dE+ J22dn

Sobre el lado 23 , adicionalmente, d& =0 vy, por lo tanto, la ecuacion anterior se reduce a:

(e)

ds, = Jg (4,m)dn (4.112)
es decir:
) ) 2 (o) 2
J@n)=,|| Jazdn | +| J22dn (4.113)
donde:
(e) _
321=6—X=X‘P + X, X5~ X,
o K 2
© Ys—Y
JzzZ%ZY2\P2,n+Y3\P3n 32 :
Luego:
e) he
3olim) =l .+ (v v, ="
h
ds, :?Edn (4.114)

donde h, es la longitud del lado 23. Ademas, se deberd expresar la carga en funcion de m; es

decir:

175



1 1
T(n):sz% + T3, =§(1—H)sz + Ty, §(1+n) =

(TXZ -;TXBJ + (Tx3 _'Z_szjn (4115)

Luego:
(e) "
{fu}=h§{0 10 0 [ % T(m)dn (4.116)

Finalmente, para el caso mostrado en la Fig.4.11a, se tendrd, para el nodo 2:

(e) h +1
{le}:?e{o 10 O}T_L\PzT(n)dn:

he T (1l Tx2+Tx3 TX3_TX2
7{o 10 o}j—(l—n)K j+( 5 Hdn (4.117)

42 2

y para el nodo 3:

(e) he T (L
{f31}=?{0 01 0} LlljsT(Tl)dnz

%ﬂ{o 01 o}Tj*l%(lm)KszJZFTXS}(TXS;T“Jn}dn (4.118)

En este caso, la evaluacion numérica de estas integrales se realiza mediante las formulas
de integracion dadas en la Tabla 3.2. Procediendo de forma similar, se obtienen las expresiones
del vector de cargas nodales equivalentes para cualesquiera de los otros lados donde actue la
carga distribuida y cualquiera que sea la direccion de ésta. La simplicidad de este caso permite,
sin embargo la evaluacidn exacta de dichas integrales, cuyo resultado es:

()

{f21}=h—g(2sz+Tx3){0 10 of (4.119a)
©) h .

{fﬂ}:f(nﬁzm){o 01 0f (4.119b)

4.13.- Solucion de problemas de la mecanica de los sélidos via el principio de la minima
energia potencial

Con el objetivo de ilustrar la aplicacion de las ecuaciones de los elementos finitos,

derivados del principio de la minima energia potencial, en esta seccion se presentard la solucion
de algunos problemas del area de la mecanica de los solidos.
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4.13.1.- Ejemplo 4.3. Barra unidimensional sometida a carga axial

En la Fig.e4.3.1 se muestra una barra de aluminio (E=70MPayp=2800Kg/m?®), y su
discretizacion en elementos finitos, lineales, de dos nodos por elemento. La longitud de la barra
es L=1.0m y el area de la seccion transversal es 0.10m?. La barra esta sujeta a su propio peso
(W) y a una carga concentrada P =10KN en su extremo libre B. Se desea determinar los
desplazamientos del punto y =0.5 y del extremo libre B, asi como también las deformaciones y

T T

esfuerzos en los elementos.

¢ NEP
i L 24— |—
¢ | |*
¢

B_1 36— 1—

TP

Fig.e4.3.1 Barra sometida a carga axial y su discretizacion en elementos finitos.

Para este caso unidimensional, las ecuaciones de los elementos finitos, deducidas
mediante el principio de la energia potencial minima [ecs. (4.69)], se reducen a:

Rl

) )
i,} = [(AB)w,, W, dy {fi}: [®F, dy+P, i=1.2

L L

(e
donde: {k

donde las funciones de interpolacion son: ¥, = %(1—&) y ¥, = %(1+ e’;). Después de realizar un

cambio de variables similar al del ejemplo anterior, estas ecuaciones se transforman en:

€7 2AE ¢« €]  pgAh, [-1] = _
{ku}:—h R {fi}:T{_l}L\Pidg+ P,

Luego:

07 @ 5f1 -1 1 -1
K |=|k, = &10x70x107 —14.0x10°
S 050 |-1 1 -1 1
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g>  2800x9.80x0.2x0.50 [1]  [686.0
e 2 1 686.0

%2) ~ 2800x9.80x0.1x0.50 |1 N 0.0 _ | 686.0
o 2 1) [{10000.0 ~ 110686.0

El ensamblaje de estas ecuaciones conduce a:

140 -140 00 [V, 686.0
10°|-14.0 28.0 -14.0[1V,;=+13720
00 -140 140 ||V, 10686.0

Cuya soluciéon es: V; =0.0mm, V, =0.86129mmy V, =1.62460mm. Las deformaciones de los

elementos son:

® — () —
o _ 0.86129 —-0.00 _1.7926x10"° mm o _ 1.6246 —0.86129 _15266x10 mm
Y 500 mm Y 500 mm

y, finalmente, los esfuerzos son:

@ @
c,=Egy=70 x10° x1.72258x10~° =120,58KPa

) @)

o, =E &y =70x10° x1.52662x10° =106,86 KPa

La solucidn exacta de este problema viene dada por:

o O
e(y)—% % Ly-y)
_Q B
() =1 pg(L-y)

El lector podra notar que los resultados numéricos coinciden con la solucion exacta.
4.13.2.- Ejemplo 4.4. Placa delgada sometida a un estado de carga uniforme

En la Fig.e4.4.1 se muestra una placa delgada, y su discretizacion en elementos
rectangulares lineales, de cuatro nodos por elemento. El material de la placa se supone isotropico.
El estado de carga es el indicado, y se desea determinar los desplazamientos que se originan en
los nodos libres.
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H
t

Fig.e4.4.1 Placa delgada en condicion de estado plano de esfuerzos.

2.

2.

Y
B ¢ 6
T 13 6 9 E=70x10" N/m?
v=0.30
om @ ® Txo =100 N/m
2 5 8 Tw  t=1mm
Om @D ©) =
J7 1 4 7 N

A1 5 e 1.5m o

Este problema fue resuelto con el programa eptd desarrollado por el autor. Se asume que
la placa estda en la condicion de estado plano de tensiones. El vector de cargas nodales
equivalentes se construy6 de acuerdo con las ecs.(4.119a) y (4.119b), donde, en este caso, tanto
para el elemento 3 como para el elemento 4, T, =T,,=T,; y, por lo tanto, los Unicos

coeficientes distintos de cero del vector global de cargas nodales equivalentes son:

f

NUMERO DE
NUMERO DE
NUMERO DE
NUMERO DE
NUMERO DE
NUMERO DE
INDICE DE
NUMERO DE
INDICE DE
INDICE DE

R I R e 2 I b S b I S S S 2b I Sb b b db b S b I i 4

5 =Fo, =100N y f,, =200N . A continuacion se presentan los resultados obtenidos.

ORFRREPREFEWWNDN D ©

R R dh b I b b Ib b I Sh I Sb I Sb b b Sh S 2 b S S b b 2h b S db b b b 2h S 2b I Sb db S Sb I S b S Sb b Sb b I 2E S db I Sb b b 2b S 2b i Sb 23

*ELEMENTO TIPO
* ELEM

*% DATOS GENERALES *k
KAk kA hk kA hkkhkhkAkhkkhkk Ak khkhAkhAkkhkrkkhkkx%

NODOS « «ve et tee e eeeeeaee e (NN) o oeeen
ELEMENTOS « ¢« vv vt teeeeaeeennnn. (NE) o ovenn
GRADOS DE LIBERTAD POR NODO..... (NGLN1) .
COORDENADAS POR NODO. ........... (NCOPN) .
NODOS PRESCRITOS. ... eevunnennn.. (NNDP1) ...
NODOS CARGADOS .+« v vvvvneennn.. (NNC) .« ...
ELASTICIDAD PLANA:....(NTI:1/2 ; EPT/EPD)..
MATERIALES . v v e voeeeeeeennnnn (NMAT1) . ...
UNIDADES....... (INDU : 1/2 ; SIU/INGLES)...
SIMETRIA..... (IAX : 0/1 ; PLANO/AXISIM)....

KA A KA AKAAKRKAAKAA R A AR A AR A AR AN A AR A AR AKX Ak Kk

* COORDENADAS DE LOS NODOS *

KA A KAAKAAKRKAAAA A A AR A AR AR A AR A AR A AR AKX Ak Kk

NODO COOR. X COOR. Y

1 0.00000E+00 0.00000E+00

2 0.00000E+00 0.20000E+01

3 0.00000E+00 0.40000E+01

4 0.15000E+01 0.00000E+00

5 0.15000E+01 0.20000E+01

6 0.15000E+01 0.40000E+01

7 0.30000E+01 0.00000E+00

8 0.30000E+01 0.20000E+01

9 0.30000E+01 0.40000E+01

DE TIPO DE

INCIDENCIAS
NODOS CONCURRENTES

*

*

AR Ak A A A A A A A A A A A A AR A A A A AR AR AR A AR A A A AR A AR A AR AR A A A AR A A A A kA kA A Ak Ak hA Ak kA kA kh k%

1

2
3
4

ENTO MATERIAL
2 1 1
2 1 2
2 1 4
2 1 5

4

5
5
8

5

6
8
9

2

3
5
6

179



khkrkhkkhkhkhkhkkrhkkrhkkrxhkkhkkhkhkxkkx

* SEMIANHO DE BANDA : 10 *

khkrkhkkhkhkhkhkkrhkkrhkkrxhkkhkkhkkkxkkx

kA A hkkhkhkkhkhkhkhhkhkhkhkkrhkkhkhkhkrkhkkxkkhkxkkxk*k

* CONDICIONES DE CONTORNO *
AKX K A KA KR AR AR AR A KA A A AR AR A A A A XA A XA XXk %
NODO DIRE.1 DIRE.?2
1 0.000E+00 0.000E+00
2 0.000E+00 0.000E+00
3 0.000E+00 0.000E+00

Ak hkhkrkhkhkrhkhkhkhhkhhkhkhhkrhkhkrhkdkhkhhkhkhkrhkhkrhkhkrhkkhkhhkhkkhxkkxkkxkx

* PROPIEDADES DEL MATERIAL NUMERO...... =1 *

Ak hkkhkhkhkhkrhkkhkhhkhkhkrhhkhhkhkrhkhkhkhhAhkkrhkkhkhkhkrhkhkhkhhkhkhkrhkkhxhkxk*x

PROPIEDADES MECANICAS

ESPESOR DEL ELEMENTO.............. (ES) ..o = 0.100000E-02
MODULO DE ELASTICIDAD............. (B) oovvnn = 0.700000E+08
COEFICIENTE DE POISSON............ (POIS)....= 0.300000E+00

khkrhkkhkhkkhkrkkhkhkkhkkhkxkkxkkxk*k

* CARGAS EN LOS NODOS *
Kk kK kK Kk Kk ok ok ok kK kK ok Kk ok ok ok Kk

NODO CAR.1 CAR.2
7 0.100E+03 0.000E+00
8 0.200E+03 0.000E+00
9 0.100E+03 0.000E+00

khkhkkhkhkhkrhkhkhkhhkhkhkrhhkhhhkrhkhkhhhkhkhkrhkkrhhkrkhkhkhkrhkhkxkhkkxk

xRk RESULTADOS *okk

Ak hkkhkhkhkrhkhkhkhhkhkhkrhhkrkhhkrhkhkhhhkhkkhkrhkrhhkrkhkhkhkrhkhkxkkxk

NODO DESPL.X DESPL.Y SXX SYY SXY
[MTS] [MTS] [MPA] [MPA] [MPA]
1 0.00000E+00 0.00000E+00 0.10000E+06 0.16108E+05 0.55840E+04
2 0.00000E+00 0.00000E+00 0.10000E+06 0.16108E+05 -0.11823E-10
3 0.00000E+00 0.00000E+00 0.10000E+06 0.16108E+05 -0.55840E+04
4 0.21537E-02 0.79383E-03 0.10000E+06 0.79521E+04 0.21762E+04
5 0.19249E-02 -0.48890E-18 0.10000E+06 0.79521E+04 -0.10573E-10
6 0.21537E-02 -0.79383E-03 0.10000E+06 0.79521E+04 -0.21762E+04
7 0.42527E-02 0.93211E-03 0.10000E+06 -0.20394E+03 -0.12315E+04
8 0.41142E-02 0.10555E-18 0.10000E+06 -0.20394E+03 -0.93223E-11
9 0.42527E-02 -0.93211E-03 0.10000E+06 -0.20394E+03 0.12315E+04

kkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhhkhkhkkhkhkhkhkhkkhkkk

* REACCIONES DE APOYO *

kkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkhkkhkhkkhkhkhkhkkhkkkkk

NODO REACC 1 REACC 2
1 -106.5287 -23.8562
2 -186.9426 0.0000
3 -106.5287 23.8562

Notese que U, =U, ; V,=-V, ; U, =U, y V, =-V,; es decir, la solucion es
simétrica alrededor de la linea horizontal central, tal cual lo prevee la solucion exacta. El esfuerzo
normal también coincide con la solucion exacta c=P/A, .
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4.13.3.- Ejemplo 4.5. Placa delgada sometida a una compresion uniforme

Se desea determinar el campo de los desplazamientos y los esfuerzos en una placa
delgada, situada entre dos paredes rigidas, y sometida a un estado de compresion uniforme J, tal
como se muestra en la Fig.e4.5.1a.

% ﬁ 5
b +
| | |

| |

| |

| 1]

| |

| |

| |

\
!
Lo

F=70x10" N/m?2
X »=0.30
t=1mm

0-03m L=0.40m

r | |
I 0.20m ]
| L |
(a)
v v=0 ; fx=0 .
o
3 6 9 12 15
©
@ ® O
u=-¢6/2
u=0 2 5 8 @M —
fy=0 - 14 Ty
® ©) 5
] 4 7 10 © 13 «
L
A D
v=0 ; fy=0

(b)

Fig.e4.5.1 Placa delgada sometida a una compresion uniforme. (a) Geometria del dominio; (b) Dis-
cretizacion del cuadrante de la placa a analizar y condiciones de contorno

La discretizacion empleada se muestra en la Fig.e4.5.1b, y tiene como finalidad ilustrar la
capacidad del programa eptd, en lo que se refiere a la posibilidad de acoplamiento de diferentes
tipos de elementos (siempre que la compatibilidad entre éstos sea posible), entre si. A
continuacion se presentan los resultados obtenidos mediante dicho programa.

KAk kAhk kA kA Ak Ak hAkhkkh kA kA khk kA hkxk*

>k DATOS GENERALES *

E R B B B I e I i i e b b b b b g
NUMERO DE NODOS .+t ottt ettt eeeieeeennn (NN) o vvt. .. = 15
NUMERO DE ELEMENTOS . .« vttt vmeeeneennnenns (NE) «ovv... = 12
NUMERO DE GRADOS DE LIBERTAD POR NODO..... (NGLN1) ....= 2
NUMERO DE COORDENADAS POR NODO............ (NCOPN) . ...= 2
NUMERO DE NODOS PRESCRITOS. ...:vuvenennnenn. (NNDP1) ....= 12
NUMERO DE NODOS CARGADOS . ... eviueennenennn (NNC) + .. ... = 0
INDICE DE ELASTICIDAD PLANA:....(NTI:1/2 ; EPT/EPD)..= 1
NUMERO DE MATERIALES . .. vt eueeeneennnennn (NMAT1) ....= 1
INDICE DE UNIDADES....... (INDU : 1/2 ; SIU/INGLES)...= 1
INDICE DE SIMETRIA..... (IAX : 0/1 ; PLANO/AXISIM)....= 0
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krkkkhkrkhkkhkrhkkkhkkhkkrxhkkhkkhkhkxkkx

* Kk ok ok ok ok ok ok ok

INCIDENCIAS

NODOS CONCURRENTES

4
5
7
8
10
11
11
12
13
14
14
15

5
6
8
9
11
8
12
9
14
11
15
12

2

o U1 W

*
*

* COORDENADAS DE LOS NODOS *
khkhkhkhkkhkhkkhkhkhhkhhkhhhhkhhkrhkhhkrrkrxrxrxrxrxrxrxxx*x*%
NODO COOR. X COOR.Y
1 0.00000E+00 0.00000E+00
2 0.00000E+00 0.15000E-01
3 0.00000E+00 0.30000E-01
4 0.50000E-01 0.00000E+00
5 0.50000E-01 0.15000E-01
6 0.50000E-01 0.30000E-01
7 0.10000E+00 0.00000E+00
8 0.10000E+00 0.15000E-01
9 0.10000E+00 0.30000E-01
10 0.15000E+00 0.00000E+00
11 0.15000E+00 0.15000E-01
12 0.15000E+00 0.30000E-01
13 0.20000E+00 0.00000E+00
14 0.20000E+00 0.15000E-01
15 0.20000E+00 0.30000E-01
AR AR AR AR AR AR AR AR A A AR A AR AR AR AR AR AR AR A A A R AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR AR A A AR AR Ak * kK
*ELEMENTO  TIPO DE TIPO DE
* ELEMENTO  MATERIAL
AR AR AR AR AR AR AR AR A AR AR AR AR AR A AR AR R A A A R AR AR A AR A R AR AR AR A A AR AR A A AR A A A A A A Ak * kK
1 2 1 1
2 2 1 2
3 2 1 4
4 2 1 5
5 1 1 7
6 1 1 7
7 1 1 8
8 1 1 8
9 1 1 10
10 1 1 10
11 1 1 11
12 1 1 11
KAAKAA KA AR AR AR AR A A A A A A Ak Ak kx K
* SEMIANHO DE BANDA : 10 *
AKAAKA AR A KA AR A A AR A A A A A Ak Ak Ak kkx K
kkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkhkkhkhkkhkhkkhkkhkkhkhkhkhkhkhkkhkhkkhkhkkhkhkhkkx*
* CONDICIONES DE CONTORNO *
kkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkhkkhkhkkhkhkkhkkhkkhkhkhkhkkhkhkkhkhkkhkhkkhkhkkkx*
NODO DIRE.1 DIRE.?2
1 0.000E+00 0.000E+00
2 0.000E+00 0.200E+03
3 0.000E+00 0.000E+00
4 0.200E+03 0.000E+00
6 0.200E+03 0.000E+00
7 0.200E+03 0.000E+00
9 0.200E+03 0.000E+00
10 0.200E+03 0.000E+00
12 0.200E+03 0.000E+00
13 -0.300E-02 0.000E+00
14 -0.300E-02 0.000E+00
15 -0.300E-02 0.000E+00

hhkrxhkhkhkhhkhkhrhhkrhhkrhkhkhhkhkhhkrhkhkrhhkrhkhkhhkhrhkhkrhkhkrkhhkrxkkxhkx*x*k

* PROPIEDADES DEL MATERIAL NUMERO

1

*

hhkrxhkhkhkhhkhkhkhhhkrhhkrhkhkhhhkhhkrhhkrhhkrhkhkhhhkhhkrhkrhkhkrxkkkkxx*k

PROPIEDADES MECANICAS

0.100000E-02
0.700000E+08
0.300000E+00
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Ak hkkhkhkhkrhkkhkhhAhkhkrhkhkhhkhkrhkhkhkhhkhkkrhkkhkhkhhkrhkkkhkxhkkxkkxk

* kK RESULTADOS *kk
hkkkkkkkkkhkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkxkxk*

NODO DESPL.X DESPL.Y SXX SYY SXY
[MTS] [MTS] [MPA] [MPA] [MPA]
1 0.00000E+00 0.00000E+00 -0.11538E+07 -0.34615E+06 -0.16081E-09
2 0.00000E+00 -0.23695E-19 -0.11538E+07 -0.34615E+06 -0.15495E-09
3 0.00000E+00 0.00000E+00 -0.11538E+07 -0.34615E+06 -0.14910E-09
4 -0.75000E-03 0.00000E+00 -0.11538E+07 -0.34615E+06 -0.13383E-09
5 -0.75000E-03 0.37694E-20 -0.11538E+07 -0.34615E+06 -0.24228E-09
6 -0.75000E-03 0.00000E+00 -0.11538E+07 -0.34615E+06 -0.35072E-09
7 -0.15000E-02 0.00000E+00 -0.11538E+07 -0.34615E+06 0.48449E-09
8 -0.15000E-02 -0.13269E-19 -0.11538E+07 -0.34615E+06 -0.15592E-09
9 -0.15000E-02 0.00000E+00 -0.11538E+07 -0.34615E+06 -0.49445E-09
10 -0.22500E-02 0.00000E+00 -0.11538E+07 -0.34615E+06 0.46448E-09
11 -0.22500E-02 -0.19608E-19 -0.11538E+07 -0.34615E+06 0.18909E-09
12 -0.22500E-02 0.00000E+00 -0.11538E+07 -0.34615E+06 -0.52887E-09
13 -0.30000E-02 0.00000E+00 -0.11538E+07 -0.34615E+06 0.44565E-10
14 -0.30000E-02 0.00000E+00 -0.11538E+07 -0.34615E+06 0.25628E-09
15 -0.30000E-02 0.00000E+00 -0.11538E+07 -0.34615E+06 -0.26523E-09
Ak hkkhkhkrhkhkhkhkhhkhkkhkhkhhkhkkkxkkx*
* REACCIONES DE APOYO *
Ak hkkhkhkrhhkhkhkhhkhkkhkhkhhkhkkkxkkx*
NODO REACC 1 REACC 2
1 8.6538 8.6538
2 17.3077 0.0000
3 8.6538 -8.6538
4 0.0000 17.3077
6 0.0000 -17.3077
7 0.0000 17.3077
9 0.0000 -17.3077
10 0.0000 17.3077
12 0.0000 -17.3077
13 -8.6538 8.6538
14 -17.3077 0.0000
15 -8.6538 -8.6538

La solucion exacta de este problema es:

Eo VvEd 0
(@) = — (e) = — ‘[ =
X X
L-vZ)L (N g
Como puede notarse, los resultados numéricos coinciden con la solucion exacta.

4.13.4.- Ejemplo 4.6. Cilindro sometido a presion interna: solucion bidimensional

Considérese un envase de presion cilindrico largo de acero, sometido a una presion interna
igual a 2 Mpa, el cual se muestra en la Fig.e4.6.1. Los radios interno y externo del cilindro son

0.040 m y 0.060 m, respectivamente. El modulo de Elasticidad del acero es E = 200x10° GPa y

el coeficiente de Poisson es v =0.30. Se desea determinar el campo de los desplazamientos en el
cilindro.
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A pesar que este es un problema axisimétrico puede, sin embargo, resolverse considerando
cualquier seccion transversal del cilindro, tal como la mostrada en la Fig.4.5.a, bajo la suposicion
de un estado plano de deformaciones.

%Y

E=200x10Gpa
1=0.30
a=0.040m
b=0.060m
p=2.0 MPa

Fig.e4.6.1 Dominio de una seccion de un cilindro en estado plano de deformacion.

Debido a la simetria del problema sera necesario, Unicamente, analizar un cuarto del
dominio de la seccion transversal. En la Fig,e4.6.2, se muestran dos discretizaciones, uniformes, y
equivalentes, utilizadas en la solucion de este problema. La primera consiste en una malla de
elementos triangulares lineales, la segunda esta formada por elementos isoparamétricos lineales.
Asi mismo, en dicha figura se muestran las condiciones de contorno asociadas al hecho de hacer
uso de la condicion simétrica del problema; es decir:

V1 :Ve :V11 =V16 :V21 =00 Us = UlO = U15 = Uzo = Uzs =00

Puesto que en las dos discretizaciones propuestas los elementos son lineales, el vector de
cargas nodales equivalente es el mismo en ambos casos, y se determina particularizando la
ec.(4.110); es decir:

(e) e phe
fr=|¥pdS, = |¥pds=——
{ |} é[ |pd 1 2[ |p 2 (a)

Fig.e4.6.2 Discretizacion del cuadrante de la seccion transversal
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donde he = ma/8. Esta ecuacion representa la contribucion de la presion (fuerza normal; es decir,
fuerza a lo largo de la direccion radial), a los nodos de los elementos que estan situados en el
contorno interno donde actua la presion. Luego, el vector de cargas nodales equivalente en cada
elemento de dicho contorno, sera igual a:

(1)
{fi}:i—a;{coso" sen0® c0s22.5° sen22.5°}T (bl)
(2)
{fi}zi—zp{coszz.? sen22.5°  cos45° sen45°}T (b2)
(3)
{fi}:%p{cos%" sen45°  cos67.5° sen67.5°}T (b3)
(4)
{fi}zi—zp{cosm.S" sen67.5°  cos90° sen90°}T (b4)

La solucién exacta de este problema se conoce y viene dada por:

ur=a%){(l—v)+(l+v)?z} ©

La solucion de este problema se obtuvo, de nuevo, con el programa eptd. En la Fig.e4.6.3
se compara la solucion exacta de los desplazamientos U(X,0)con las soluciones aproximadas

asociadas a las dos mallas propuestas. Como se puede observar, a pesar de que las mallas son
relativamente gruesas, las soluciones aproximadas estan bien proximas de la solucion exacta.

0,140
0,120
20,100 N Sol. Exacta
50,080 ®  Sol. Malla 1
.060 * Sol. Malla2
50,040
0,020
0,000 + | ‘ ; : ‘

0,040000 0,045000 0,050000 0,055000 0,060000 0,065000
Radio

Desplazamiento radial

Fig.e4.6.3 Comparacion de los desplazamientos u(x,0) de la solucion bidimensional.

En la Fig.e4.6.4 se comparan los esfuerzos normales o,,sobre el eje x. De la solucion
exacta se nota que puesto que b°/r*>1, o, es negativo para todos los r, excepto para I =b, en
cuyo caso o, =0. Como puede observarse en la mencionada figura, lo grueso de las mallas

185



impiden una aproximacion satisfactoria en la vecindad de los contornos. Una malla mas refinada
en esas zonas, lograria una mejor aproximacion de la solucion exacta de esta variable.

0,000

-0,500 ~

Sol. Exacta
® Sol. Mallal
A Sol. Malla 2

-1,000 4

[
-1,500 ~

Esfuerzos Normales x10+0¢

-2,000 -

-2,500

0,040 0,045 0,050 0,055 0,060 0,065
Radio

Fig.e4.6.4 Comparacion de los esfuerzos normales en (x,0).

4.13.5.- Ejemplo 4.7. Cilindro sometido a presion: solucion axisimétrica

En la Fig.e4.7.1a se muestra un corte longitudinal del cilindro analizado en el ejemplo
anterior. Se desea, ahora, determinar el campo de los desplazamientos y el estado de esfuerzos
que se genera en el cilindro debido a la presion interna. Se resolvera el problema considerando la
simetria axial del mismo. Para la solucion axisimétrica de este problema, se proponen las tres
discretizaciones mostradas: la malla de la Fig.e4.7.1b, estd formada de elementos triangulares
lineales y la de la Fig.e4.7.1c, estd compuesta de elementos isoparamétricos rectangulares
lineales.

z
y<— ———————————— — ] z Fs .
3@ Tyoom
A — 2 14 r
2
F lyoom
| e— —_— 1 ©) (EIpE
! Y ' / /
T e— | -\ 0.06 44
/ 50 WPo m Malla
[ —— z F
2 15
/ - —— F, 3@ T}.OOSm
[ 14 r
F, % @ @ J:).OOSm
-_—— — 13
lt——— 0.080rm — | . - . 3 3
L—0.04m —m=| Malla2
- 0120m— - 0.06m
(c)

Fig.e4.7.1 Cilindro sometido a presion interna. (a) Corte longitudinal; (b) malla de elementos
triangulares; (c) malla de elementos rectangulares.
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Las ecuaciones de los elementos que gobiernan la solucidon axisimétrica de este problema,
son las que forman el sistema de ecs.(107). Asociada a la direccion radial, el vector de cargas
nodales equivalentes de dicho sistema es:

(0 _ _ n
{fil}:ZnIr\PiFr dA+2r[r¥T, ds,+ > P, (a)
A S, i=1

de modo que, puesto que en este problema solamente actiia la presion, el respectivo vector de

Q)
cargas nodales equivalentes {fi}:{Fl F,|" de cada elemento situado en el contorno, vendra

dado por:
(e)
{fu} =2z [r¥T, ds, (b)
Sl

el cual se evalua siguiendo el procedimiento descrito en la seccion 4.12. Asi, es facil verificar
que:

(¢)
F 1 5 (1 1
{ 1} _ 2mraheP { }: 27(0.04)(0.005)2 x10 {1}: 1256.64 {1} N

F, 2 |1 2

donde a es el radio interno del cilindro, he es la distancia vertical sobre el eje z y P es la presion
interna. La solucion exacta del desplazamiento radial u,, el esfuerzo normal en la direccion radial

G, .Yy ¢l esfuerzo circunferencial ,, vienen dados, respectivamente, por:

u;a%){(l_m(m)ﬂ ()

a’ b?

5, :tﬁ—paz(l_ rZJ (c2)
a’ b?

O _pa2 (1+ rzj (c3)

En la Fig.e4.7.2 se comparan los desplazamientos nodales en el cilindro, entre la solucion
exacta y la solucién aproximada de las dos mallas utilizadas. Aun cuando las mallas son
verdaderamente gruesas, notese que esta solucion es superior a la solucion bidimensional.
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Esfuerzo Normal Radial x10+¢

Esfuerzo Circunferencial x10+

Desplazamientos radiales x10-05

0,140

0,120

0,100

0,080 ® e

0,060 Sol. Exacta

0,040 ® Sol. Mallal

0,020 A Sol. Malla?2

0,000 1 ‘ ; ‘ ;

0,040 0,045 0,050 0,055 0,060 0,065
Radio

Fig.e4.7.2 Comparacion de los desplazamientos radiales.

En la Fig.e.4.7.3 se ha graficado los esfuerzos normales obtenidos con las mallas
propuestas y la solucidon exacta. De nuevo es importante notar que debido a lo grueso de la malla,
salvo en los contornos, las soluciones aproximadas se comparan bien con la solucién exacta.

0,000 +
-0,500
-1,000
-1,500
-2,000
-2,500 -

———Sol. Exacta
® Sol. Malla 1
A Sol. Malla 2
¢ Sol. Malla 3

0,040

0,045

0,050

0,055
Radio

0,060

Fig.4.7.3 Comparacion de los esfuerzos radiales.

0,065

Por ultimo en la Fig.e4.7.4, se han graficado las soluciones correspondientes a los
esfuerzos circunferenciales.

6,000000

5,000000
4,000000
3,000000
2,000000
1,000000
0,000000 -+

—Sol. Exacta
® Sol. Mallal
A Sol. Malla 2
A Sol. Malla 3

0,040

0,045

0,050

0,055

0,060

0,065

Fig.e4.7.4 Comparacion de los desplazamientos circunferenciales.
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V.- PROBLEMAS DE CAMPO ESCALAR
5.1.- Introduccion

A diferencia de los problemas abordados en los capitulos anteriores, donde las incognitas
relacionados con los mismos eran cantidades vectoriales, existe una gran gama de problemas
donde las incognitas son de naturaleza escalar. Ejemplos, entre otros, de este tipo de problemas,
son aquellos donde la temperatura, la presion y el potencial de corriente, son las variables a
determinar. Estos problemas aparecen muy frecuentemente en el campo de la ingenieria, y estan
definidos en términos de una ecuacion diferencial y condiciones de contorno del tipo:

Of 99], 0 @5(54’) __<|>_
8x(kx axj“Lay(ky ay}ra +Q-c—= enV (5.1a)

con las condiciones de contorno:

b= en S, (5.1b)
A o9 o9
8xn +kyayny+k aZn +q =0 en S, (5.1¢)
od o0 od
kX&nx+ky5ny+kZ§nz+B( —,)=0 en S, (5.1d)

donde S=S,US,US,, es el contorno que limita la region de volumen V, en la cual es valida la
ec.(5.1a); n,,n, yn, son los cosenos directores de la normal saliente al contorno S, con relacion

al sistema de referencia seleccionado, tal como se muestra en la Fig.5.1.

/

Fig.5.1 Definicién del dominio y del contorno de un problema de campo escalar.
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En el problema de valor de contorno anterior, ¢ es una funcion de la posicion; es decir,
¢=¢(X, Y, Z) ¥ ko Ky, K, ,Q, B¢, ,qYyc, son funciones especificadas las cuales pueden variar de
punto a punto sobre la region del problema, y t es el tiempo. Cuando se le asigna el respectivo

sentido fisico a cada una de las variables del sistema de ecuaciones anterior, éstas pueden
utilizarse en la solucion de los siguientes tipos de problemas:

Conduccién de calor.

Torsion de barras prismaticas.

Difusion de flujos en medios porosos.
Lubricacion.

Campos magnetostaticos.

Campos electrostaticos.

Campos gravitacionales.

Movimiento irrotacional de fluidos perfectos.
Corriente eléctrica directa

5.2.- Problemas tridimensionales

La discretizacion del sistema de ecs.(5.1) se puede obtener mediante el establecimiento de
un funcional tal, que la ecuacién de Euler-Lagrange correspondiente sea la ecuacidon diferencial
(5.1a), y las condiciones de contorno asociadas a dicho funcional sean las ecs.(5.1b) y (5.1¢c). En
efecto, considérese el siguiente funcional:

SRR

Jaods, + [ 28 (40, Fas, (52)

La primera variacion de este funcional para un instante de tiempo dado, viene dada por:

SIZJ' [kx(l),x&b,x+ky¢,y&b,y+kz¢,26¢,z_(Q_C¢,tm]dv +
[asods, + [B(6-6.)80dS, =0 (5.3)

Integrando por partes los primeros tres términos de la primera integral de la ecuacion
anterior se obtiene:

- { e, e (ky¢,yF;;(kz¢,z%(Q—c¢,t)}6¢dv +
[k 0,0, +k,0,n,+k, 0,0, o dS, +

St
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[asdds, + [B(o—o. Jop dS, =0
es decir: 2 3
- { b2 e ¢,y%;;(kz¢,zﬁ(Q—c¢,t)}6¢dv +
[k, 0,0, +k 0,0, +k,0,n,)8pdS, +

[lk.d,n,+k,d,n,+k, 0,0, +qlopds, +
[lked,n, k0,0, +k, 0,0, +B(0-0, )|8pdS, =0 (5.4)

De la ecuacion anterior se concluye que la condicion necesaria para el minimo de este

funcional es:
Kl @j z( @j g( 8¢j % _
ax(kxax oy oy JFaKe gy Jr Q50

sobre la region de volumen V, con las condiciones de contorno:

0=0 en S,
kx@nx+k @n +k2@nz+q:0 en S,
OX Yoy 7 oz
99 99 99
kX8—XnX+ky5ny+kzgnz+ﬁ(¢—¢c)=0 en S,

que es, precisamente el problema de valor de contorno dado por las ecs.(5.1). Notese lo siguiente:
(a) Sobre el contornoS,, la variacion de ¢, d, es cero ya que ¢ es conocida en esta parte del

contorno. (b) La ecuacion sobre S,y S, es la condicion natural de contorno del problema.

De lo anterior se deduce que aquella funcion 5 que minimice la ec.(5.2), verifica,
también, la ec.(5.1a). Luego, de acuerdo a nivel de cada elemento (e), el mef propone la
aproximacion de la funcién ¢ mediante la siguiente relacion:

(e)
=¥,(x) ¢;(t) ; j=12,r (5.5)

donde r es el nimero de nodos por elemento: Luego, de acuerdo con la ec.(4.41):
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e
donde 1(¢) no es otra cosa que la ec.(5.2) evaluada a nivel de cada elemento, luego:

(i):J. %|:kx (le,x (I)j )2 +ky (\Pivy (I)j )2 +kz (\Pj,z (I)j )2 _Z(Q_C\Pj (I;j )l{lj ¢j } dve i

\Y

e 1 e e
(j )q\Pj¢jdsg>+ (j) EB(\ij)j—q)(c fdst (5.6)
ste sie

donde ¢ ;=00 /at Entonces de acuerdo con la ec.(4.43):

se tiene:

()

™y —I{k W g (10,0, 0, (0,0 e 90, (9,0)) -
a%,[ o, ¢, ‘P¢}dV+.(2|. a%\yq))ds
J ;a%ﬁ( = Tdsge) =0 (5.7
Notando, de nuevo, que: = L (wo)=w v Z (¥, &, )="¥,,., la ecuacion anterior se transforma

en el siguiente sistema de ecuaciones:

(e)
) ©)qf - ()
+[pij]{¢j}+{fi}zo (5.8)

donde:
[|(<1] = [ (k, ¥, 9,4k, W Py kW, B, + (j )qui Pdsy (5.92)
Ve S
[éf] =[cwwav, (5.9b)
VE
{%ei)} — [Q¥dV, + [qwdsy - [Bol¥,dsy (5.9¢)
A sie) si)

Es importante hacer notar, una vez mas, que la deduccidon del sistema de ecuaciones
anterior, es independiente del tipo de elemento finito (y por lo tanto independiente de las
funciones de interpolacion), seleccionado. Una vez decidido el elemento a usar, se podra
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determinar, a nivel de cada elemento, los coeficientes k;;, p; y f; y una vez ensamblados todos los

elementos, se obtendra el sistema global de ecuaciones, el cual se puede escribir en la forma:

(K, {®J}+[P,J]{®J}+{F,}:o (5.10)

donde:
(e)

Sk RESR R0 s

e=1
5.3.- Discretizacion en el tiempo

Puesto que las condiciones iniciales; es decir, para el instante de tiempo t=0, son
conocidas, una manera de reducir el sistema de ecuaciones diferenciales, en el tiempo, a un
sistema de ecuaciones algebraicas simultdneas (lineales o no lineales, dependiendo de la
naturaleza de k. , B, qyc), es a través del concepto de diferencias finitas. En efecto, conocido el

valor de una funcién (en este caso ¢ ), en un instante de tiempo t y t+At, es posible calcular su
valor y el de su derivada en t+At/2, del siguiente modo:

{CDMW}:w (5.12)
el
{CDHAt/Z}: AL (5.13)

Sustituyendo las ecs.(5.12) y (5.13) en la ec.(5.10), y omitiendo por comodidad en la
notacion los subindices, se obtiene:

{q)t}+{q)t+m} {CDHAI}_{q)t} {Ft}+{F+At}
[K] — +[P] I - 5 =0 (5.14)
después de agrupar los términos correspondientes, se llega a:
1K [P}, K] _[P1] {FS Rt
LT XJ t+At LT_EJ{Q} - 2 (5.15)

Una vez introducidas las condiciones iniciales y las condiciones de contorno, el sistema
anterior puede ser resuelto para cada instante de tiempo.

5.4.- Problemas axisimétricos

En el caso de problemas con simetria axial alrededor del eje z, las ecs.(5.1) en
coordenadas cilindricas, vienen dadas por:
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(rk ad)j (kz d)) Q- C@:O enV (5.16a)
ror or) oz 0z ot

con las condiciones de contorno:

o=¢ en S, (5.16b)

29 99
arn +k, a—zn +0=0 en S, (5.16¢)
gi)n +k ad)n + B¢, =0 en S, (5.16d)

Como puede apreciarse este es un problema bidimensional. En este caso, a nivel de cada
elemento, el funcional asociado a este tipo de problemas sera:

©_ 1, (a0Y (o ¢
Li)ik{@rj +k{azj [Q c)cl)}andrdz +
j 2nrqddS,+ j ;B(q)—q)c Y 2nrds, (5.17)

De nuevo, de acuerdo con la ec.(4.41), es decir, evaluando, a nivel de cada elemento

ol / 0¢, =0, se obtiene un sistema de ecuaciones similar al dado por la ec.(5.10), donde ahora:

”H r(k, ¥, ¥, +k, ¥, ‘{’Jz)drdz+jr[3‘P\I’dS (5.182)
e
[pij]z [ rowdrdz (5.18b)
Ale)
{%ei)}z - IrQ‘Pidrdz + J'rq‘I’idS2 - J.r[?)q)fii’ids3 (5.18¢)
Al sk si)

El proceso de ensamblaje y la discretizacion en el tiempo sigue los mismos pasos
descritos en las secciones anteriores.

5.5.- Conduccion de calor

Cuando se utiliza las ecs.(5.1) en la solucion de problemas del area de transferencia de
calor, las variables involucradas en la referida ecuacion, adquieren el siguiente significado: ¢
representa la temperatura T; K, , Kk, Yk, son las conductividades térmicas en las direcciones X, Y,
y Z, respectivamente; Q es la generacion de calor por unidad de volumen, c es el calor especifico;
q representa el flujo de calor prescrito por unidad de area sobre el contorno S,; B y ¢£e) son el
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coeficiente de transferencia de calor por conveccion h, y la temperatura T, del fluido que rodea
el cuerpo sobre el contorno S;; es decir, el problema de valor de contorno toma la forma:

a(kxa-l-)+a kya—T +a(kZ aT)+Q—C(3T:O enV (5.19a)

OX ox ) oy oy ) oz 0z ot

con las condiciones de contorno:
T=T en S, (5.19b)
oT oT oT
an—an +k,——n, +k26—znZ +q=0 en S, (5.19¢)
kxalnx +kyalny +kza—TnZ+h(T—Tw):0 en S, (5.19d)
OX oy oz

En la Fig.5.2 se muestran las condiciones de contorno (esenciales y naturales), asociadas a un
problema de esta naturaleza.

S5:9,=4G

Sq ZT:T

S=SUS,US,

SB;q m:h(T*Tc>
Fig.5.2 Condiciones de contorno de un problema bidimensional de
conduccion de calor.

Luego, el respectivo sistema local de ecuaciones de elementos finitos toma la forma:

(&)
(©)qde)y @)1 e e)
[k KT o ]{Tj }+{§‘ =0 (5.20)
donde, para el caso tridimensional:

[ﬁi] =[ (kW) 4k, P, W+ W W, BV, + [ ds)) (5.21a)

V, s
[Iéj] =[cwway, (5.21b)
V,

e
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)
{fi}:— [Q¥aV, + [qwdsy) - [hT wdsf (5.21c)
V, 5(29) )

sie

y para el caso axisimétrico:

[I(zii ]= _[)r (kr\Pi,r\Pj,r—i_kz\Pi,z \Pj,z )drdz + I I’h\Pi \de Ss)n (5223,)
Al S,
[lg;]= fr‘Pi \P;drdz (5.22b)
A(E)

5.6.- Torsion de barras prismaticas

En la Fig.5.3 se muestra una barra prismatica de seccion transversal arbitraria, sometida a
torsion. En la solucién de este tipo de problemas, las variables de las ecs. (5.1), tienen el siguiente
significado: ¢ representa la funcion de esfuerzo (k, =k, =1.0); Q=2G0 donde G es el modulo

de rigidez y 0 es el angulo de giro por unidad de longitud (rad./m). Todos los demas términos
son nulos. Luego, el sistema de ecuaciones resultante viene dado por:

2 2

242)+2y42)+ 2GO=0 en A (5.23)
X

»=0 en S, (5.23b)

Fig.5.3 Componentes del esfuerzo en una seccion transversal de una barra
prismatica sometida a torsion.

Una vez determinada la distribucion de la funcion de esfuerzos, ¢, es posible calcular las
componentes del esfuerzo cortante mostradas en la Fig.5.3, a través de:

T, =23 (5.24a)
Ty = Zi (5.24b)
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Finalmente, el momento torsor M, se determina mediante:

M= j ddA (5.25)

Asi, en este caso, el sistema de ecuaciones de elementos finitos, a nivel de cada elemento, se
reduce a:

(e)qle)y  [e)
[kij]{¢j} + {fi }: 0 (5.26)

donde, para el caso bidimensional, se tiene:

[|(<1]= [ (w9, +%, 9, )dA, (5.27a)
A,
fﬁ)}j )ZGO‘I’i dA., (5.27b)
y para el caso axisimétrico:
[|(<1]= [r(, v, +¥, ¥, )drdz (5.282)
A
{%?}: ! )2 r GO, dr dz (5.28b)
K

5.7.- Flujo de fluidos a través de medios porosos

El problema del flujo de fluidos a través de medios porosos, conduce a alguna de las
siguientes situaciones:
e Flujo en pozos, diques o canales.
e Analisis de acuiferos.
e Flujo a través de rocas y tierra e infiltracion de represas y fundaciones.
e Flujo subterraneo de aguas servidas y dispersion de contaminantes a través de arenas y
rocas.

En particular, el andlisis del flujo de agua subterranea es de gran importancia, ya que en
algunas regiones del planeta, el suministro de agua proviene en buena parte y, en algunos casos
exclusivamente, del subsuelo. El comportamiento del agua a través de la tierra puede ser
estudiado suponiendo la condicion de fluido irrotacional. El flujo de un fluido irrotacional es, por
supuesto, un caso ideal; es decir, una aproximacion, ya que se supone que no hay friccion entre el
fluido y una superficie, y que no ocurre rotacion o distorsion de las particulas del fluido durante el
movimiento (irrotacional). En la Fig.5.4 se muestran dos casos tipicos de un problema de esta
naturaleza, como lo son el flujo de fluidos en un medio poroso bajo una represa y el flujo
confinado en un pozo. En ambos casos se muestran, adicionalmente, las correspondientes
condiciones de contorno.

La ecuacion que gobierna cualquier problema de flujo irrotacional es un caso particular de
la ec.(5.1); es decir:
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Fig.5.4 Flujo de fluidos a través de un medio poroso y condiciones de contorno.
(a)Flujo confinado en un pozo; (b) Flujo bajo una represa.

(k a¢j+ [ky d)j ( ¢j+Q 0 en V (5.29a)
ox\_ "ox) oy\ oy 0z

con las condiciones de contorno:

o=¢ en S, (5.29b)

)

N, +k

x n, +k 8(1) n,+q=0 en S, (5.29¢)

donde ahora ¢ es la altura piezométrica (metros) medida desde un nivel de referencia
(usualmente la parte inferior del acuifero); K, ,k,yk, representan los coeficientes de
permeabilidad (metros por dia); Q es la tasa de bombeo (m®/dia) y q representa el flujo del

fluido que sale de la region, a través del contorno (m?®/dia x m).
En este tipo de problema, el sistema de ecuaciones de elementos finitos, a nivel de cada elemento
viene dado por:

(e) (e) (e) . (e)
[kii]{¢J}+[pij]{¢j}+{fi}:0 (5.30)
donde:

[|(<)] =[(k, 9, 2k, W W+, BV, (5.31a)
@)
[py] =0 (531b)

(0

{f} J.Q‘PdV + Iq‘I’dS (5.31c)

V. S
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5.8.- Campos electrostaticos

En esta seccion se considerara la forma mas simple de los campos electromagnéticos
como lo es el problema relacionado con los campos electrostaticos. En general, la ecuacion que
gobierna un problema de este tipo es un caso particular de la ec.(5.1); es decir:

8(8X6<1)j+8 ey@ +a(sza¢j+ P _o enV (5.32a)
ox\ "ox) oy\ ‘oy) oz\ "oz) e,
con las condiciones de contorno:

b= en S, (5.32b)

En este problema de valor de contorno, ¢ representa el potencial eléctrico, ¢ (Faraday/m)

es la permisividad y p (Coulomb/m?) es la densidad de carga volumétrica. En la Fig.5.5 se ilustra
un dominio bidimensional, tipico de un problema de esta naturaleza.

Medio dieléctrico
€ = permisividad
p = densidad de carga

-— X

Fig.5.5 Representacion esquematica de un medio dieléctrico.

Las ecuaciones de los elementos en este tipo de problema son:

(e) 7€) e)
e o1+ 7 10 (5.33)
donde:
[I(:Z] :J. (kx\Pi,x \Pj,x+ky\Pi,y\Pj,y )jAe (5'34a)
Ae
{5‘?} =— [P wda, (5.34¢)
A 80

e
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5.9.- Solucion de algunos problemas de campo escalar

En esta seccion se presentara la solucion de algunos problemas de campo escalar:
conduccion de calor, torsion de barras prismaticas y flujo a través de medios porosos. En todos
los casos, la solucion numeérica se obtuvo con el programa campoe, el cual acompaiia este texto.

5.9.1.- Ejemplo 5.1. Conduccion de calor en una aleta trapezoidal

En la Fig.e5.1a se muestra el dominio de una aleta trapezoidal. Se supone que el area de la
seccion transversal de la aleta varia linealmente con x y se desea determinar la distribucion de
temperatura.

Se analizara el problema discretizando el dominio, unidimensional, con dos elementos
lineales, tal como se muestra en la Fig.e5.1b, y con cuatro elementos del mismo tipo, como se
indica en la Fig.e5.1c.

—4
h=2x10  W/mm°
WOmmA Too:AfOOC @ @
[ W . .
T 77777777777777777777777777777 X—EOmm <b>
40mm k:O.6W/mmiiQ///// i 0 @ o @
+ e T
T=150°C }47 80mm 44 ©

(a)

Fig.e5.1 Conduccion de calor en una aleta trapezoidal. (a) Definicion del dominio y condiciones
de contorno; (b) Discretizacion del dominio con dos elementos unidimensionales linea-
les; (c) Discretizacion del dominio con tres elementos unidimensionales lineales.

Este es un problema unidimensional en régimen permanente, y por lo tanto, el sistema
general de ecuaciones (5.9), en este caso toma la forma:

@)y (o)
[kij]{¢j} + {%iko (a)
donde:

[I(<e;] =j K¥, ¥, A, (x)dx+ (j )h‘Pi‘desge) (b)

le 339
- Jhﬂ ¥,dsy) ©)

s,

() *k 41
i <[ 2w 2w, @) e [wowp (0) s e @

-1 e e ]

donde A, (é) iy P (é) representan la variacion del 4rea de la seccion transversal y el perimetro de

la aleta con relacion al sistema local de referencia &, los cuales vienen dados por:
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Ae(i)= AY +AY (el)
PEEPY +PY, (2)

siendo A;,A;yP,,P,, los valores del area de la seccion transversal y del perimetro en los nodos

i j°
1y j del elemento(e), respectivamente.
Luego:

(e) 2k +1
[kij] :hLTi,aq’j,a(Ai\Pi +AY, )dé +
hi,
2

+1 I
[P, () de (0

En la solucion de este problema se utilizara el elemento unidimensional de dos nodos por
elemento. Las funciones de interpolacion de este elemento son:

¥, = 0-7) ¥, =09 (@)
y por lo tanto:

1
‘Pj,g = 2 (g2)
sustituyendo las ecs.(g) en la ec.(f), se obtiene:

e P }'11'2[(?? 3 e 3?,.))} ®

e

El vector de cargas de cargas nodales equivalentes en este caso es:

), 4 () l, .
= T W P(E) 5 dt =

-1

" '62T°° jl\y (P, + PP, )ds Q)

Sustituyendo las ecs.(e2) y (g) en la ecuacion anterior se obtiene:

{ﬁfi)}:hlej {(ZPi +P, )} 0

6 |(P+2P)

a.- Discretizacion del dominio con dos elementos igualmente espaciados:

Elemento 1:

|, =40.0mm, A; =400.0mm?*, P, =100.0mm, A; = 300.0mm? , P, = 80.0mm
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[|(<1) _ 0.60 (400_0 + 3oo_oj 1 -1 2x 10 40.0 [ (3.0x100.0+80.0)  (100.0+80.0)
"1 400 2 -1 1 12 (100.0+80.0)  (80.0+3.0x80.0)

[<1>]_ 5.5033 —5.1300
"1 51300 5.4767

{%1)}:2 x 107 (40.0)(40.0) (2.0x100.0+80.0)
i 6 (100.0+2.0x80.0)

13.867

{%1:}: {14.933}

Elemento 2:

|, =40.0mm, A, =300.0mm?, P, =80.0mm, A, = 200.0mm?, P, = 60.0mm

[l((2>]:0.60(300.0+200.0) 1 - +2><1o*44o_o (3.0x80.0+60.0)  (80.0+60.0)
1400 2 -1 1 12 (80.0+60.0)  (80.0+3.0x60.0)

[l(f)]— 3.9500 —3.6567
111 _3.6567 3.9233

{<2> 2% 10* (40.0)(40.0) {(2.0 x80.0 + 60.0)}

f.
Iy 6 (80.0+2.0x60.0)

{%zi)% {11.733}

10.667
El sistema global de ecuaciones viene dado por:

5503 —-5.130 0.000 | |T, 14.933
—-5130 9427 —-3.657|4T,=<25.600
0.000 -3.657 3.923 | |T; 10.667

Introduciendo las condiciones de contorno, se obtiene:

10 00 00 1(T,] [150.0
00 9427 —3.657|4T, =1 795.1
00 -3657 3923 ||T,| [10.667

cuya solucion es:
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T, =150.0°C, T, =133.76°C , T, =127.39°C.

b.- Discretizacion del dominio con cuatro elementos igualmente espaciados:

Elemento 1:

l, =20.0mm, A; =400.0mm?, P, =100.0mm, A; = 350.0mm? , P, = 90.0mm

El sistema local de ecuaciones correspondiente a este elemento es:

11.380 —11.187 % (7733
~11.187 11.373 $> " 17.4667
2
Elemento 2:

l, =20.0mm, A; =350.0mm?, P, =90.0mm, A; = 300.0mm?, P; = 80.0mm

(2

{9.8667 —9.6933} T. _{6.9333}
T, 6.6667

—

=

—_

~9.6933 9.8600 ||?

Elemento 3:

l, =20.0mm, A, =300.0mm?, P, =80.0mm, A, = 250.0mm?, P, = 70.0mm
(61333
15.8667

|, =20.0mm, A; =250.0mm?*, P, = 70.0mm, A, = 200.0mm?*, P, = 60.0mm

_ [5.3333
~ 15.0667

=

=

=

~8.2000 8.3467 ||&

[8.3533 —8.2000} '(F
T

N

Elemento 4:

=

-

N

_6.7067 6.8333 ||

{6.8400 —6.7067} ‘(F
T

N

El sistema global de ecuaciones resultante es:

[ 11.380 -11.187  0.000 0.000 0.000 | (T, 7.733
-11.187 21.240 -9.6933 0.000 0.000 T, 14.400
0.000 -9.6933 18.213 —-8.2000 0.000 T, +=412.800
0.000 0.000 -8.200 15.187 -6.7067| (T, 11.200
| 0.000 0.000 0.000 -6.7067 6.8333 | [T; 5.067
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Una vez introducidas las condiciones de contorno, la solucion de este sistema es:
T, =150.0°C, T, =140.083°C , T, =133.99°C, T, =129.57°C , T, =127.91°C.

Este problema se resolvio, adicionalmente, con una malla no mostrada, de ocho elementos
igualmente espaciados, de este mismo tipo. La solucion obtenida fue:

T, =150.0°C, T, =145.14°C , T, =140.87°C, T, =137.18°C , T, =134.08°C.
T, =131.57°C, T, =129.70°C, T, =128.51°C , T, =128.08°C

Como se puede observar, la solucion en los nodos coincidentes de las tres mallas,
convergen, a medida que la discretizacion del dominio se va refinando.

5.9.2.- Ejemplo 5.2. Conduccion de calor en una placa rectangular con condiciones
esenciales de contorno: caso permanente

Considérese la region rectangular mostrado en la Fig.e5.2, en donde se aprecia, la
discretizacion del dominio (elementos isoparamétricos lineales) seleccionada. Se pretende
determinar la distribucion de temperatura en dicho dominio cuando éste estd sometido a las

siguientes condiciones de contorno T(X , O) = T(X , Ly ) =0°C, T(O , y) =0°C,y T( L., y) =100°C.
Se supone en este problema que: k, =k, =k=10, Q=h=c=0 y L, =12yL =50.

Y

o 33 55 77

8 74

@
Ly
®

)

N

2 68
1 @ X

34
| Lx |

Fig.e5.2 Conduccion de calor en una placa rectangular. Dominio y discretizacion empleada.

La solucion exacta de este problema viene dada porm:

o (_ n+l S h L
T(X,y):looxzz( 1) +lSen nmy >€n (nnx/ y)
T n L, Senh ( nnLX/Ly)

(a)
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En este caso, la ec.(5.9) queda reducida a:

donde:

—
)

(b)

(©

(d)

En la Tabla 5.1 se muestra la distribucion de temperatura en la placa para X=4.0 y X=8.0.
El lector podra verificar que estos resultados son practicamente indistinguibles de los obtenidos
mediante la solucidon exacta dada por la serie de la ec.(a) para n=100. Nétese la simetria de los

resultados, en ambos casos, alrededor de Y=25.0.

Tabla 5.1 Distribucion de temperatura en la placa e x=4.0 y x=8.0.
Y X=4.0 X=8.0
0.0 0.000 0.000
5.0 20.548 52.296
10.0 30.226 64.178
15.0 32.648 65.845
20.0 33.154 66.516
25.0 33.256 66.578
30.0 33.154 66.516
35.0 32.648 65.845
40.0 30.226 64.178
45.0 20.548 52.296
50.0 0.000 0.000

Del mismo modo, y con el mismo grado de aproximacion anterior, en la Tabla 5.2 se muestra la

distribucion de temperatura en la placa para Y=5.0.0 y Y=25.0

Tabla 5.2 Distribucidon de temperatura en la placa e Y=5.0 y Y=25.0.

X Y=5.0 Y=25.0
0.0 0.000 0.000
2.0 9.755 16.621
4.0 20.548 33.256
6.0 33.845 49.912
8.0 52.296 66.578
10.0 81.583 83.299
12.0 100.000 100.000
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5.9.3.-Ejemplo 5.3. Conduccion de calor en una placa bidimensional con condiciones
naturales de contorno

En la Fig.e5.3.1a se muestra una placa bidimensional y las respectivas condiciones de
contorno del problema por analizar. En las Fig.e5.3.1b y 5.3.1c se muestran las dos
discretizaciones utilizadas en la solucion del problema de conduccion de calor propuesto. Se
desea determinar la distribucion de temperatura en la placa, asi como también el flujo de calor en
los nodos seleccionados.

4 8 12
® |2
AN\ @
3 @ @ 14
) o @ 6@ 1 Mallal
13
(0;15) ‘H O ’ @ @
ONJ@
(10,18) ! S
T=250°% Kk=0.15W/mrk C _- h=26107 W/mme )
—_—  Teo=50% 38 12
(5:15) 4
® | ®
3 / 1 14
(0;0) RE) X
- @ (s Malla2
5 6 10 13
© e @
1

Fig.e5.3 Conduccion de calor en una placa bidimensional. (a) Dominio y condiciones de contorno.
(b) Malla con elementos triangulares lineales; (c) Malla con elementos triangulares y rec-
tangulares lineales.

Este es un problema bidimensional en régimen permanente. El sistema general de ecs.
(5.9), se transforma ahora en:

(e) q,le) (e)
[kifo,} + {10 (@)
donde:
(e)
[kij] :J. (kx\Pi,x le,x +ky\Pi,y LPj,y )dAe + J)h\}li lIldege) (b)
A, 839
{g‘ei)} = f q¥,dsy - j hT,¥.dS® ©
ste) s

La ec.(c) muestra que en la construccion del vector de “cargas nodales equivalentes”, se
hace necesario realizar la integracion sobre el lado del elemento, situado en el contorno, donde se
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prescribe el flujo de calor, o por donde ocurre el fenomeno de transferencia de calor por
conveccion. Dependiendo del tipo de elemento utilizado, dicha integracion se realiza mediante
funciones de interpolacion correspondientes a un elemento unidimensional lineal (elementos
triangular lineal y rectangular isoparamétrico rectangular lineal), o de un elemento
unidimensional cuadratico (elemento isoparamétrico triangular cuadratico y los elementos
isoparamétricos cuadraticos de ocho nodos y langragiano de nueve nodos). A modo de ejemplo,
en la Fig.e5.3.2 se muestran las respectivas funciones de interpolacion de los elementos
isoparamétricos rectangular lineal y triangular cuadratico.

Asi, por ejemplo, en el caso de la discretizacion mostrada en la Fig.e5.3.1c, se prescribe el
flujo de calor en los elementos tres y seis. Segun el criterio establecido, en ambos elementos, el
lado sobre el cual el flujo se prescribe, es el lado 2. Luego, la evaluacion de la respectiva integral
en cualquiera de los elementos mencionados viene dada por:

() -(fE) JAq‘PZ ‘J‘d&
{fi } = I qlPidS(ze) = (el) =14 (d)
st f, I qY¥, ‘J‘dﬁ
)

7 lado2
ST
3 2 1
lado3 ‘) lado 1 lado1 J 4
¢ 2
4 ~N~— 1 ¢
lado4
1 < ¢ — 3 -
—1 0 +1 —1 0 +1
Lado] Lado?2 Lado Lado?2 Ladod
_ 1 _ L
ZW 1222 Zz 58 2 Y=s (8 Y=t 0-n =)
==+ ==+
2 2 302 _ ¢ _ £ ¢
s o 1//2* E(“LS) %f EU*S) V/W* E(“L?)
L L =(1 - =(1 1— =(1 =
%: %07@ %: iszg W4 (1+8(1-8) 1//5 (1+801-8) 106 (1+801-¢)
Y, =S+ Y =50+ (6)

(a)
Fig.e5.3.2 Funciones de interpolacion utilizadas en la evaluacion de la integral del “vector de cargas
nodales equivalentes”. (a) Elemento isoparamétrico rectangular lineal; (b) Elemento isopa-
ramétrico triangular lineal.

donde \J\ es el determinante del jacobiano de la transformacion de coordenadas, el cual se

determina de forma similar a la mostrada en la seccion 4.12b. La construccion del vector
asociado a la transferencia de calor por conveccidn, se determina de igual modo.

Este problema se resolvid6 mediante el programa campoe el cual fue elaborado con la
finalidad de dar respuesta numérica a los problemas relacionados con este capitulo. En la Tabla
5.3 se resumen los resultados obtenidos con la malla 1.
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Tabla 5.3 Malla 1: Distribucion de temperatura y flujo de calor de la placa.

Nodo Temperatura d, q,
1 250.0 -0.12647E+02 0.00000E+00
2 250.0 -0.14447E+02 -0.90018E+00
3 250.0 -0.21934E+02 -0.32933E+01
4 250.0 -0.38478E+02 -0.13251E+02
5 0.67156E+03 -0.11747E+02 -0.18004E+01
6 0.76158E+03 -0.13251E+02 -0.47973E+01
7 0.10909E+04 -0.21260E+02 -0.13847E+02
8 0.19743E+04 -0.21690E+02 -0.25213E+02
9 0.91309E+03 -0.56296E+01 -0.33154E+01
10 0.10339E+04 -0.55781E+01 -0.75516E+01
11 0.13777E+04 -0.26658E+01 -0.16255E+02
12 0.21321E+04 -0.51145E+00 -0.22633E+02
13 0.10830E+04 0.25407E+00 -0.63563E+01
14 0.12540E+04 0.37118E+01 -0.13881E+02

En la Tabla 5.4 se muestran los resultados obtenidos con la malla 2. Es de hacer notar la
capacidad de este programa manejar diferentes tipos de elementos en una misma discretizacion,
tal como se pone de manifiesto en la malla 2 de la figura antes mencionada.

Tabla 5.4 Malla 2: Distribucion de temperatura y flujo de calor de la placa.

Nodo Temperatura q, q,
1 250.0 -0.12665E+02 -0.12409E+01
2 250.0 -0.15679E+02 -0.30140E+01
3 250.0 -0.30041E+02 -0.11347E+02
4 250.0 -0.41388E+02 -0.17908E+02
5 0.63081E+03 -0.10259E+02 -0.22553E+01
6 0.71354E+03 -0.12362E+02 -0.51165E+01
7 0.10327E+04 -0.18744E+02 -0.15627E+02
8 0.22265E+04 -0.23024E+02 -0.23276E+02
9 0.86630E+03 -0.57625E+01 -0.36637E+01
10 0.10016E+04 -0.51583E+01 -0.66148E+01
11 0.14270E+04 -0.19603E+01 -0.17313E+02
12 0.21428E+04 0.63336E+00 -0.25060E+02
13 0.11240E+04 -0.12729E+01 -0.60106E+01
14 0.12295E+04 0.35263E+01 -0.14719E+02

5.9.4.- Ejemplo 5.4. Conduccion de calor en una pared adiabatica: Caso no permanente

En la Fig.e5.4 se muestra una pared de contornos adiabaticos en donde se aprecia,
también, la discretizacion utilizada (elementos isoparamétricos cuadraticos), la cual fue realizada
con elementos isoparamétricos cuadraticos. Las condiciones de contorno son: 0T/on=0 para

t>0 en X=y=0 y en y=1.0 Las condiciones iniciales son: T(lO,t)leO°C para t>0 y
T(X,t)zOOC para t<0. Se supone que k, =k, =c=10.
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Fig.e5.4 Conduccion de calor en una pared adiabatica. Dominio discretizado y condiciones
de contorno.

La solucion exacta a este problema esta dada por'”:

T(x,t)=100+ﬂ100i‘,(—1)k

1 (2k—1)mx (2
X

e 400

T 1

Para este problema, la ec.(5.8) se transforma en:

con

(e)_ (e)

[ki] {¢J}+[g:]{$j}+{(€)} =0

)
ki [k, 9,4k, 9, ) )dA,
AE
)
[pij]z_[ cV W dA,
A,

e

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

En la Tabla5.5 se compara la solucion exacta con la solucién obtenida por el programa
campoe, de la evolucion de la temperatura con el tiempo en la seccion x=9, para un paso de
tiempo de tiempo constante de At=01sg.

Tabla 5.5 Comparacion de los resultados de la distribucion de temperatura de la pared adiabatica.

Tiempo (sg) 0.1
Sol. exacta 2.53
Sol. Campoe  2.28
Error (%) 10

Tiempo (sg) 7

Sol. Exacta  78.93
Sol. campoe  78.93
Error (%) -

0.2 0.3 0.5 0.8 1.0 2.0 3.0 5.0
11.38 19.67 31.73 4292 4795 61.71 6831 75.18
12.42 1997 32.11 43.13 48.09 61.74 6832 75.18
<10 <l6 <12 <05 <03 <0.05 - -

10 20 30 40 50 60 70 80
8231 87.61 9047 9257 9420 9547 96.46 97.23
8231 87.61 90.47 9257 9420 9547 96.46 97.23
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5.9.5.- Ejemplo 5.5. Torsion de una barra prismatica de seccion transversal cuadrada

En la Fig.e5.5.1a se muestra una barra prismatica, de seccion transversal cuadrada, bajo la
accion del par torsor M. Si se supone que 2G0=1.0, donde G es el modulo de rigidez del
material de barra y 0 es el angulo de giro por unidad de longitud de dicha barra, se desea
determinar la distribucion de la funcion de esfuerzos, asi como también los esfuerzos cortantes
que se generan en la seccion transversal.

Debido a la simetria del problema, se puede discretizar, inicamente, un octavo de la
seccion transversal, tal como se muestra en la Fig.e5.1b, donde ademas se indican las respectivas
condiciones de contorno. En las Fig.e5.5.1c y 5.1d se muestran las dos discretizaciones
empleadas en la solucion de este problema mediante el programa campoe.

15
Y 10
14
©)
6/ © Lo 13 Malla
®
3 @ 5 8
12
flo|e|o
X
Y 1 2 4 7 11
(1.0;1.0) (c) 39
v 30 38
25
3@7 35 37
E P =0 8 @ 1%
14 @
35 Malla2
e ® 34
X 6 @ 21 33
1.0 ap 1.0 5
ay =0 ©) 52 ® @ ¢32
(b) X

T2 4 7 10 19 31

Fig.e5.5.1 Barra cuadrada sometida a torsion. (a) Definicion del problema; (b) Dominio a ser discretizado
y condiciones de contorno; (c) Malla de elementos lineales; (d) Malla de elementos cuadraticos.

La solucidn exacta de la distribucion de la funcion de esfuerzos, viene dada por:
(=2 cos[(Zn ~1) nzy} cosh{(Zn -1) TEZX}

<|>(x,y)=; b-y?)+ > T !
e (2n —1)° cosh(2n —1)5

Para esta clase de problemas, las ecuaciones de los elementos finitos son, como ya se
establecio:

(e) q((e) e)
[kij]{(l)j}+ {(fi}:o (b)

donde:
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(e)
[kij ]: J. (LPi,x LPj,x +\Pi,y ‘Pj,y )dAe (C)

é‘ei)% [2Gow, dA, (d)

Ale)

y el momento torsor se determina mediante:

M = j¢dA (e)

Arera

En la Tabla 5.6 se comparan los valores de ¢(x,0) obtenidos de la solucion exacta

con los primeros cincuenta términos de la serie, con los valores obtenidos del programa campoe
para las dos mallas mostradas en la Fig.e5.5.1.

Tabla 5.6 Comparacion de los valores de (I)(X,O).
X Sol. Exacta Malla 1 Malla 2
0.0 0.2947 0.3004 0.2947
0.25 0.2789 0.2796 0.2789
0.50 0.2293 0.2311 0.2293
0.75 0.1397 0.1406 0.1397
1.0 0.0000 0.0000 0.0000

Como puede apreciarse, la solucion obtenida mediante la malla 2, coincide con la solucion
exacta.

La teoria de la elasticidad provee, a través de la analogia de la membrana, soluciones
analiticas mediante las cuales se pueden determinar el par torsor generado por el angulo de giro
de la barra, y el valor del maximo esfuerzo cortante. En la Fig.e5.5.2 se muestra una seccion
cuadrada de lado a y la localizacion del punto A, donde se genera el méximo esfuerzo cortante.

— g —

1 M

O =
gab® © o =0.208

A A y B=0.141

N 2

oab
A

Fig.e5.5.2 Seccion transversal cuadrada. (a) Solucion analitica y constantes asociadas.

Puesto que 2G6=1.0, se selecciond, arbitrariamente 6=1.0 y G=0.50, de modo que:

1 M
= _—=10 b
Bab® G ®)
luego:
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1

1.0=— = M=1128N-m
0.141(2)* 0.50
y
M
= C
AT ab? ©
T, :£83 =0.6778 N/ m?
0.208(2)

En la Tabla 5.7 se comparan el méximo esfuerzo cortante y el momento torsor de las dos
discretizaciones utilizadas con las soluciones analiticas.

Tabla 5.7 Comparacion de los resultados del momento torsor y esfuerzo cortante de la barra de seccion
transversal cuadrada.

Exacto Malla 1 Malla 2
M 1,128 1,093 1,124
Ta 0.6778 0.5496 0.6742

Mientras que para la malla 1 el porcentaje de error para el valor del momento torsor es de
3.10% y para el maximo esfuerzo cortante es de 18.91%, para la malla 2, estos porcentajes son

0.36% y 0.53%, respectivamente. De modo que los resultados numéricos obtenidos concuerdan,
satisfactoriamente, con las soluciones analiticas.

5.9.6.-Ejemplo 5.6. Torsion de una barra prismatica de seccion transversal circular

En la Fig.e5.6.1a se muestra una barra prismatica, de seccion transversal circular, bajo la
accion del par torsor M.

Y
y 23 22
21
16
@ 20 Mallat
15
M 12¢—1 10 ® 19
9
(a) @ 8 14 18
5 @
4
v ANO)
o N O)
X
? =0 1 2 6 13 17
(c)
D _,
95 =0
z Malla2
« 3 28 +0.001
i:o 0.1 241 , r
9y 1 26 —0.001
) 0.0 0.1

(d)
Fig.e5.6.1 Barra circular sometida a torsion. (a) Definicion del problema; (b) Dominio a ser discretizado

y condiciones de contorno; (b) Malla para la solucion bidimensional; (c) Malla para la solucion
axisimétrica.
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El médulo de rigidez del material de la barra es G = 26.0 x10° MPa, y el angulo de giro

por unidad de longitud de la barra es 6 =1.0°. Se desea determinar el maximo esfuerzo cortante

y el momento torsor aplicado. Debido a la simetria del problema, se puede discretizar,
unicamente, un cuarto de la seccidon transversal, tal como se muestra en la Fig.e5.6.1b, donde
ademas se indican las respectivas condiciones de contorno. En las Figs.e5.6.1c y €5.6.1d se
muestran las dos discretizaciones empleadas en la solucion de este problema mediante el
programa campoe.

La analogia de la membrana, igual que en el ejemplo anterior, permite obtener soluciones
analiticas para el par torsor generado por el angulo de giro de la barra, y el valor del méximo
esfuerzo cortante este caso particular. En la Fig.e5.6.2 se muestra una seccion transversal circular
y las respectivas soluciones analiticas.

~— 20—

2 M
O = 7
7?046
2 M
T, =
AT rgd

Fig.e5.6.2 Seccion transversal circular. Solucion analitica derivada de la analogia de la membrana.

La solucidn analitica viene, entonces, dada por:

2 M
= a
na* G @)
luego:
10" - 2 M M=71.28050N —m
180 n(0.1)" 26.0x10
y
2M
TAzn? (b)
0= ATL28050 _ 45 078 mpa
n(0.1)

En la Tabla 5.8 se comparan el méximo esfuerzo cortante y el momento torsor de las dos
discretizaciones utilizadas con las soluciones analiticas.

Tabla 5.8 Comparacion de los resultados del momento torsor y esfuerzo cortante de la barra de seccion
transversal circular.

Exacto Malla 1 Malla 2
M 71.280,50 71.244,00 71.280,00
Ta 45,378 45,376 45,378
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Se puede observar que ambas soluciones, tanto la bidimensional como la axisimétrica,
conduce a excelentes resultados.

5.9.7.- Ejemplo 5.7. Torsion de una barra prismatica de seccion transversal eliptica

En la Fig.e5.7.1a se muestra una barra prismatica, de seccion transversal eliptica, bajo la
accion del par torsor M. El modulo de rigidez del material de la barra es G = 26.0x10° MPa, y el
angulo de giro por unidad de longitud de la barra es 6 =1.0°. Se desea determinar el maximo
esfuerzo cortante y el momento torsor aplicado.

y
Y
8
5‘>—ﬂ\13\16\%1
24
M L 29
4 @ @ '20@ 32
(o) B . . . '&35
Y 7 15
34
20 O ® 1+ ® 1+ @
0.1 0=0 . . . R .
i@:o 1 6 9 14 17 22 25 30 33
X
X
(c)
% g 0.2

Fig.e5.7.1 Barra eliptica sometida a torsion. (a) Definicion del problema; (b) Dominio a ser discretizado
y condiciones de contorno; (¢) Malla con elementos isoparamétricos cuadraticos.

Debido a la simetria del problema, se puede discretizar, unicamente, un cuarto de la
seccion transversal, tal como se muestra en la Fig.e5.7.1b, donde ademas se indican las
respectivas condiciones de contorno.

En la Fig.e5.7.1c se muestra la malla usada en la discretizacion del dominio. De nuevo, la
analogia de la membrana, permite obtener soluciones analiticas para el par torsor generado por el
angulo de giro de la barra, y el valor del méximo esfuerzo cortante este caso particular

En la Fig.e5.7.2 se muestra una seccion transversal eliptica arbitraria y las respectivas
soluciones analiticas.

1 7y S

nat’
Fig.e5.7.2 Seccion transversal eliptica. Solucion analitica derivada de la analogia de la membrana.
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La solucion analitica viene, entonces, dada por:

a®+b> M
"’ G @
luego:
n _(02f+(01 M N M=228.078N —m
180 n(0.2)°(0.1)° 26.0x10° I
y
2M 2(228.078)
= = O =72,61MP
AT a? - AT (0.2)0.17 ?

En la Tabla 5.9 se comparan el maximo esfuerzo cortante y el momento torsor de la
solucion numérica obtenida mediante el programa campoe, con las respectivas soluciones
analiticas.

Tabla 5.9 Comparacion de los resultados del momento torsor y esfuerzo cortante
de la barra de seccion transversal eliptica.

Exacto Solucion mef
M 228.078 226.432
T, 72.61 70.68

Como se puede notar el error en la aproximacion del momento torsor es menor al
1%, y el error en el calculo del méximo esfuerzo cortante es 2.65%. Las soluciones
aproximadas obtenidas por el programa campoe son excelentes.

5.9.8.-Ejemplo 5.8. Torsion de una barra prismatica de seccion transversal triangular

En la Fig.e5.8.1a se muestra una barra prismatica, cuya seccion transversal es un
triangulo equilatero, bajo la accion del par torsor M.

Y Y
1M1
17
M 9 @ 26
1
(a) 7 38
Y @ @
0.17321 5 47
@+ O
@ =0 3 @ @ 53
2B _g 13
2t ®1® ERNE
X
17 12 18 32 43 51 56

g=o O ©

Fig.e5.8.1 1 Barra triangular sometida a torsion. (a) Definicion del problema; (b) Dominio a ser discre-
tizado y condiciones de contorno; (c) Malla con elementos isoparamétricos cuadraticos.
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El médulo de rigidez del material de la barra es G = 26.0x10° MPa, y el angulo de

giro por unidad de longitud de la barra es 0=1.0°. Se desea determinar el maximo

esfuerzo cortante y el momento torsor aplicado. Debido a la simetria del problema, se
puede discretizar, inicamente, la mitad de la seccion transversal, tal como se muestra en la
Fig.e5.8.1b, donde ademas se indican las respectivas condiciones de contorno.

En la Fig.e5.8.1c se muestra la malla usada en la discretizacién del dominio. En la
Fig.e5.8.2 se muestra una seccion transversal eliptica arbitraria y las respectivas soluciones
analiticas, deducidas, como en los ejemplos anteriores mediante la analogia de la
membrana.

Fig.e5.8.2 Seccion transversal triangular. Solucion analitica derivada de la
analogia de la membrana.

La solucion analitica viene, entonces, dada por:

46.20 M
g=_"" a
a* G (@)
luego:
o 4620 M = M=15.716N—m
180 (0.2)" 26.0x10
20M
W= (b)
T, :%‘7316) =39.29 MPa
(02)

En la Tabla 5.10 se comparan el maximo esfuerzo cortante y el momento torsor de
las dos discretizaciones utilizadas con las soluciones analiticas.

Tabla 5.10 Comparacion de los resultados numéricos y tedricos del momento
torsor y esfuerzo cortante de la barra de seccion transversal triangular.

Exacto Solucion MEF
M 15.716 15.714
Ta 39.29 38.63

De nuevo es importante resaltar la calidad de la solucién aproximada obtenida
mediante el programa campoe.
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5.9.9.- Ejemplo 5.9. Flujo subterraneo de agua en un acuifero homogéneo

En la Fig.e5.9.1 se muestra el dominio de un acuifero. El material que bordea los
lados mayores del rectangulo que forma la region del mismo, es impermeable. Se supone
que la infiltracién en la region, que existe en los lados izquierdo y derecho del acuifero, es
suficiente para mantener una altura piezométrica constante, ¢ igual a 80.0 m a lo largo de
dichos contornos. Ademas, se supone que un rio divide la region tal como se muestra y que
infiltra el acuifero a una tasa de 0.25m®/dia x m. Adicionalmente existen dos bombas: una
localizada en (458.33;312.50) que bombea a una tasa de Q, =1000m?® /(dl'a X m3) y la otra

que estd localizada en (947.92;500), bombea a una tasa de Q, = 2000m?/dia.

a0 _,
~—— 500m —=f ay

KX:OSOm/dTo
Bomba2
o
KY:O.25m/dTo
?=80m 750m @ =80m
Bomgm Rio: q,=0.25m3/(dia.m)
ap _
;9 =0

f———— 750m ———=
1 1500m 1

Fig.e5.9.1 Dominio y condiciones de contorno del acuifero.

En la Fig.e5.9.2 se muestra la malla usada en la discretizacion del dominio del
acuifero, la misma consta de 64 elementos triangulares lineales con 45 nodos en total. Se

debe hacer notar que la bomba 1 esté situada en el centroide del elemento 20 y, la bomba 2
en el centroide del elemento 46.

5 10 15 20 25 30 35 40
45
16
W@
44
® oo
®
3 5 43
@ Y
©
2 47
)
®
1 VAN @ / ®N \O\/ /&
8 11 16 21 26 31 36 41

Fig.e5.9.2 Discretizacion del dominio del acuifero con elementos triangulares lineales.

El sistema local de ecuaciones de elementos finitos, para este caso bidimensional se
reduce a:
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)+ 0 @

donde:
()
[kij] :I(klei,x ‘Pj,x_'_ky\Pi,y\Pj,y )jAe (b)
Ae

{%?} — [Q¥dA, + [q¥ds] (©)
A )

. st

La contribucién del término IQ‘I’idAe al vector de cargas nodales equivalentes de
A

e

la ec.(c), se determina del siguiente modo:

Las bombas se localizan en el interior de algun elemento de la malla utilizada en la
discretizacion del problema (en este caso los elementos 20 y 46). El procedimiento de
calculo consiste entonces en distribuir ese término fuente por los nodos del elemento
mediante una interpolacion directa. Como en este caso las bombas estan situadas en el
centroide de los respectivos elementos, es facil verificar que el vector local de cargas de
asociado a cada uno de los mencionado elementos es:

FElemento 1: FElemento 2:
~333.33 — 666.667
.[Q‘I’idAe —{-333.33 j QW¥,dA, =1 —666.667
A —333.33 A — 666.667

El término j q‘PidS(;) se determina de forma idéntica a la descrita previamente en
sie)
el ejemplo 5-3. En este caso, los coeficientes a determinar estan asociados a los nodos de
los elementos 25,27,29 y 31; es decir, los elementos cuyos lados coinciden con el rio que
cruza el acuifero.
En la Fig.e5.9.3 se muestran los valores de la altura piezométrica del acuifero
determinados mediante el programa campoe.

75 74 66 62 56 57 67
80 80

74 62 51
80 68 57 55 68 80

®
62 57
80 72 2 = = 71 80
e
71 64 74
80 62 61 69 80
61
80 80
71 64 63 65 68 72 76

Fig.e5.9.3 Valores nodales de la altura piezométrica del acuifero.
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5.9.10.- Ejemplo 5-10. Zona acuifera delimitada por los rios Boconé y Masparo

Como un ejemplo de este tipo de problemas, se presenta la simulacién numérica de
la zona acuifera delimitada por los rios Boconé y Masparo, la cual corresponde a un medio
homogéneo isotropico. El dominio del problema se muestra en la Fig.e5.10.1.

+ N

KY

600 m?ldia "
——I—— KX

KY' 2400 mPdia

KX

Ky
1800 mdia
+ Kx

5 3600 mdia
+ K

Y 1200 midia

-t KX

T

RIO MASPARRO

KY" 300 mPdia
——I—— KX

Fig.e5.10.1. Dominio del acuifero Bocono - Masparro.

Debido a la naturaleza de la conexion entre ambos rios y el acuifero, se supuso que
la carga, a lo largo de los rios es constante. Asi mismo se consideran conocidos tanto los
flujos de entrada (noroeste), como los de salida (sudeste). El valor del caudal de bombeo es
de 50.000 m3/dia. En la Fig.e5.10.2 se muestra la malla de elementos isoparamétricos

cuadraticos que se utilizd en la simulacion, asi como también los elementos donde se
ubicaron los pozos.

| mm— Km
o 1 2 3
ESCALA

Fig.e5.10.2 Discretizacion del dominio del acuifero Bocono - Masparro.
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En la Fig.e5.10.3 se muestran las lineas de igual carga hidraulica. Los resultados

obtenidos predicen con exactitud la evidencia experimental y otras soluciones numéricas!”.

Fig.e.5.10.3 Lineas de igual carga hidraulica en el acuifero Bocon6 - Masparro.

En la Tabla 5.11 se comparan algunos resultados numéricos obtenidos mediante el
programa campoe con los reportados en la Ref.27.

Tabla 5.11 Comparacion de los resultados numéricos de la
distribucion de carga hidraulica.

Nodo campoe Ref.27
3 171.4 170.9

5 171.9 171.8
21 163.0 162.9
34 164.5 164.4
64 154.0 154.1
91 141.2 142.9
109 148.9 148.5
115 148.1 148.3
139 144.7 143.7
149 145.6 145.6
296 101.5 102.6
300 107.3 108.8

5.9.11.- Ejemplo 5-11. Cable coaxial rectangular

En la Fig.e5.11.1a se muestra la seccidn transversal de un cable coaxial rectangular. En la
superficie interna del aislante dieléctrico (&5 =3.0), se aplica un voltaje de 100 V. Si el voltaje en
la superficie exterior es igual a cero, se desea determinar la distribucion del campo de voltaje en
el espacio anular. Por simetria, solo se tiene que considerar una cuarta parte de dicha seccion
transversal. En la Fig.e5.11.1b se muestra el dominio a discretizar y las respectivas condiciones
de contorno.
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Fig.e5.11.1 Cable coaxial rectangular.

La ecuacion que gobierna este problema es la ec.(5.32a) particularizada para el caso
bidimensional, con las condiciones de contorno indicadas en la Fig.e5.11.1a. El dominio se
discretizd con 75 elementos isoparamétricos lineales para un total de 96 nodos, tal como se

muestra en la Fig.e5.11.2.

QOB®E

L S A S @ B o)

31 86

Fig.e5.11.2 Discretizacion del dominio con elementos isoparamétricos lineales.

La solucion numérica de este problema se obtuvo mediante el programa campoe. En la
Fig.e5.11.3 se muestran las lineas de igual voltaje en el espacio anular.

10C

Fig.e5.11.3 Distribucion de voltaje en el espacio anular del cable coaxial rectangular.
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VL.- FORMULACION DEL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS ViA RESIDUOS
PESADOS

6.1.- Introduccion

La formulacion variacional de cualquier problema exige, como requisito previo, el
conocimiento del funcional que lo gobierna. Lamentablemente, a veces, dicho funcional es dificil
y, en algunos casos hasta imposible de obtener, debiéndose, por lo tanto, recurrir a otro tipo de
solucion. Una solucion alterna consiste en utilizar el llamado método de los residuos pesados
(mrp), el cual es una técnica numérica a través de la cual se obtienen soluciones aproximadas del
llamado Problema de Valor de Contorno (problemas expresados mediante una ecuacion
diferencial, o un conjunto de ecuaciones diferenciales, con sus respectivas condiciones de
contorno y/o condiciones iniciales), y proporciona un medio muy eficiente de obtener las
ecuaciones de elementos finitos, a partir de dichas ecuaciones.

Debido a las diferentes posibilidades en la seleccion de las funciones peso que pueden
emplearse, existen distintos criterios de residuos pesados: colocacion, subdominio, minimos
cuadrados, Galerkin, etc. Entre éstos, el mas ampliamente usado en las aplicaciones de elementos
finitos es el método de Galerkin, el cual constituye la base matematica de la mayoria de los
programas computacionales basados en el mef.

6.2.- Formulacion general del método de los residuos pesados

Puesto que s6lo es posible obtener una representacion finita del estado continuo de las
variables asociadas a un problema dado, existe un error o residuo inherente al caricter
aproximado de la solucion. Asi, supongase que se desea determinar una representacion
aproximada para el campo de la variable ¢, la cual estd gobernada por la siguiente ecuacion

diferencial:
3(¢p)-f=0 (6.1)

en un dominio Q, de contorno I', y donde I es un operador diferencial y f es un funcion

conocida de las variables independientes. La ec.(6.1) debe complementarse con las condiciones
de contorno asociadas a un problema dado. Entonces, la variable dependiente se puede aproximar
mediante:

¢;$:gNiai (6.2)

donde N. son las funciones de aproximacion supuestas, a,

i ; son pardmetros o funciones

desconocidas de una de las variables independientes y m es el nimero de incognitas. Cuando en
la ec.(6.1) se sustituye ¢ , en general:

3(43) —f=R=0 (6.3)

donde R es el llamado error residual.
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El error puede ser distinto de cero en cada punto del dominio. Sin embargo, la integral de
dicho residuo puede ser cero debido a que la integral representa, por asi decir, un promedio del
error sobre el dominio. Luego, el mrp procura determinar las m incognitas a,, de tal modo que:

3¢ Hf W, dO=[RW,dQ=0;i=12,.....,m (6.4)
[[5(e) ido-

Q

donde W, son las llamadas funciones peso. La forma de la distribucion del error expresada en la

ec.(6.4), da origen a las distintas versiones del método.

Como una forma de introducir los distintos criterios ya mencionados, se hard su
presentacion para el caso unidimensional. Sin embargo, su extension al caso bi y tridimensional
es directa.

6.2.1.- Método de la colocacion

En este método para cada pardmetro a;, se selecciona un punto X; en el dominio. Para
cada X;, se fuerza a que el residuo sea exactamente igual a cero; es decir,

R(xl;a)zo
R(x,;a)=0 ©5)
R(xn ,a):O

Si existen n pardmetros, se formara un sistema de n ecuaciones de residuos del tipo de la
ec.(6.5). Los puntos X; se denominan puntos de colocacion, y pueden estar colocados en
cualquier parte en el dominio y también sobre el contorno, sin seguir ningin patréon determinado.
En la Fig.6.1 se muestra la funcion peso W, asociada a este método, la cual es la funcion delta de

Dirac: W, :S(X—Xi) y por lo tanto, para cada punto X;, el método de colocacion establece que:

IxxbR(x;a) 8(x—x;)dx=R(x;;a)=0 parai=1,2,...,n (6.6)

a

Fig.6.1 Funcion peso asociada al método de colocacion.
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6.2.2.- Método de los subdominios

En este método, para cada parametro a,, se selecciona un intervalo AX; en el dominio, y
se fuerza a que el promedio del error residual en cada intervalo sea igual a cero; es decir,

I R(x;a)dx=0 (6.7)

R(x;a)dx=0
AX; .

De nuevo, si existen n parametros, se formara un sistema de n ecuaciones de residuos. Los
intervalos AX; se denominan subdominios, los cuales pueden seleccionarse de forma arbitraria
(aun superponiéndose o con separacion entre ellos). En la Fig.6.2 se muestra la funciéon peso
W, asociada a este método.

1 .OT
|

|
|
| |
I | \
Xq Xi X+ Xb

AX;

et

| —
‘ — X

Fig.6.2 Funcion peso asociada al método de los subdominios.

La funcion W, es la funcion pulso: W, = J_L(Xi+1 —Xi), y por lo tanto para cada intervalo AX; se
tendra:
I:bR(x;a)J_L(xm—x.)dx = | R(x;a)dx i=1,2, ..,n (6.8)

1
A

a
Xj

6.2.3.- Método de los minimos cuadrados

Con este criterio, se trata de minimizar con relacion a cada a,, la integral sobre todo el
dominio del cuadrado del residuo; es decir, seglin el criterio de los minimos cuadrados. Dicha
integral es una funcion de los a,, de tal modo que su minimizacién requiere que las derivadas
parciales con relacion a cada a; sea igual a cero. Luego:

8 (ke J-xbR (X;a)aR(x;a) <=0
O, e o ca, |

ﬂJ'XbR 2 (x;a)dx:LX:R (x;a)gda I;gx;a) x=0
2

da, (6.9)

0 R2 (x;a)dx:J‘:abR (x;a)%x:o

n
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Si existen n parametros, se formara un sistema de n ecuaciones. La funcion peso W, asociada a
este método es:

8R(x;a)
W.(X)= 6.10
(0="3, (610
y por lo tanto este método propone:
Xo aR(x;a) )
fx R(x;a)de:O i=1,2,.,n (6.11)

6.2.4.- Método de Galerkin
En este método se requiere que el promedio ponderado del residuo, sobre todo el dominio,

sea cero. Las funciones de peso son las propias funciones de aproximacion ‘¥, asociadas a cada
a,. Luego este método establece que:

" B (6.12)

Si existen n parametros, se formard un sistema de n ecuaciones. La funcion peso
W, asociada a este método es:

W, (x)="¥,(x) (6.13)

el método de Galerkin se expresa, entonces, como:

[R(x;a) ®,(x)dx=0 i=1,2,...n (6.14)

Xa
6.3.- Aplicacion del método de los residuos pesados a un problema de valor de contorno

Sea el siguiente problema de valor de contorno:

d’¢)_d¢_
—(1+x)(dx2j Vi O<x<1 (a)
$(0)=4(1)=0 (b)

Se desea determinar la solucion de este problema de valor de contorno, mediante los criterios de
residuos pesados ya descritos. Para ello, se supondra la siguiente funcion de aproximacion:
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O(x)=x(1—-x)(a, +a, X) (c)
Luego:

d ¢(x)
dx

2
o (1-20)+a,X(2-3%) %:—2a1+2a2(1—3x)

Sustituyendo las ecuaciones anteriores en la ec.(a), se obtiene el residuo, el cual viene dado por:
R(x;a)=al(1+4x)+a2(—2+2x+9x2)—x (d)

a.- Método de colocacion

Para resolver el problema mediante el método de colocacion, se seleccionaran dos puntos
de colocacion X;, en 0 <x < 1; x,=1/3 y x, =2/3. Sustituyendo estos valores en la ecuacion del

residuo [ec.(d)], se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

r 1 1
3 3|/& 3
! E{} 2 ©
3 3 3

cuya solucion es: a, =01481482 y a, =0.0370371. Luego, la funcién de aproximacion, en este
caso viene dada por:

e =x(1—x)(01481482 + 0.0370371x) ®

b.- Método de los subdominios

En este caso se seleccionard dos subdominios AX; en el dominio; AX,=0<x <05y
AX, =05 < x <1. Luego, segun este criterio se tendra:

LO'S[a1(1+4x)+a2(—2+2x+9x2)—x]dx=0 (g])

Iol_s[a1(1+4x)+a2(—2+2x+9x2)—x]dx:0 (22)

Integrando las ecuaciones anteriores se llega al siguiente sistema de ecuaciones:

e 2l »
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cuya solucion es a, =0140 y a,=0.040. Mediante este método, la funcién de aproximacion

viene expresada por:

s =X(1—x)(0.1400+0.0400x)

c.- Método de los minimos cuadrados

(1)

De acuerdo con este método, se debe evaluar en primer lugar las derivadas parciales del

residuo con relacion a los a;. Asi se tiene que:

oR(x;a) (1+4%) OR(x;a)

=(-2+2x+9x’)
0a, oa,

Luego, sustituyendo estas expresiones en la ec.(6.11), se obtiene:

I:[al (1+4x)+a, (—2+ 2x+9x2) —x] (1+4x)dx=0

J.:[al (1+4x) +a, (—2+2x+9x?) - x| (-2+2x+9x?) dx=0

Después de integrar las ecuaciones anteriores, se llega al siguiente sistema de ecuaciones:

3 29 1
3 3 |JAu(_)6
29 218]a,[ |23
3 15 12

cuya solucion es: a, =0143067 y a,=0.036722. Y la funcioén de aproximacion es:
e =X(1—x)(0143067 + 0.036722x)

d.- Método de Galerkin

G

G2)

(k)

)

Para resolver el problema mediante el método de Galerkin, nétese que la funcion de

aproximacion [ec.(c)], se puede escribir en la siguiente forma:
o(x)=x(1-x)(a, +a, X)=a,x(1- X)+a,x*(1- X)
o(x)=a, ¥,(X)+a, ¥,(X)
donde, W,(X)=X(1-X) y ¥,(x)=x*(1—X). Por lo tanto:

_[: [al (1+4x)+a, (—2+2x+9x?) —x] [x(1-x)] dx=0

(m)

(nl)

228



I: [al(1+ 4x)+a, (—2+2x+9x?) —x] [x*(1-x)]dx=0 (n2)

La evaluacion de las integrales de las ecuaciones anteriores lleva al siguiente sistema de
ecuaciones:

(1 17] (1)
2 G_PHZ}J?L (0)
o w7 )

cuya solucion es: a, =0145038 y a,=0.038168 . En este caso la solucion aproximada viene dada
por:

0 =x(1—x)(0145038 + 0.038168 ) )
La solucién exacta de este problema de valor de contorno es:

Ln(1+x)

4Ln2 @

x2 X
¢(X):_T 5

En la Tabla 6.1 se comparan los resultados obtenidos mediante los diferentes métodos en algunos
puntos del dominio. Como puede apreciarse, la solucion aproximada obtenida por el método de
Galerkin es superior a la obtenida por los otros métodos.

Tabla 6.1 Comparacion de las soluciones aproximadas con la solucion exacta.

X 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Colocacion 0.00 0.02489 0.03911 0.04089 0.02844 0.00
Subdominios 0.00 0.02368 0.03744 0.03936 0.02752 0.00
Min. 0.00 0.02407 0.03786 0.03962 0.02759 0.00
cuadrados
Galerkin 0.00 0.02443 0.03847 0.04031 0.02809 0.00
Exacta 0.00 0.02424 0.03864 0.04048 0.02800 0.00

6.4.- Aplicacion del método de los residuos pesados a un problema de conduccion de calor
unidimensional

Considérese el problema de flujo de calor, permanente, en una barra de seccion
transversal circular, térmicamente uniforme, con pérdida de calor por conveccion desde la
superficie. La temperatura en la barra viene dada por la siguiente ecuacion diferencial:

—i(kxdT(x)j+ﬂT(x)=@Tm 0<x<10 (al)
dx dx r r

con las condiciones de contorno:
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T(0)=200 °F (a2)

q(10)=10BTU/sg.pulg.? (a3)
donde, gq=-Kk, dT(X)/dX es el flujo de calor. Las otras constantes en la ec.(al) son: la
conductividad  térmica k,=2 BTU/ sg.pulg.’ F; el coeficiente de pelicula
h=10"° BTU/sg.pu Ig.” °F; el radio de la barra r=0.002 pulg. y la temperatura del fluido que

rodea la barra T, =50 °F. Se desea determinar la solucion de dicho problema a través de los

criterios de residuos pesados ya estudiados, a partir de un polinomio de segundo grado.
La solucion propuesta para el problema de valor de contorno dado por las ecs.(a) es:

T(X)=a, +a, X+a, x> (b)

Introduciendo las condiciones de contorno en esta ecuacion, se obtiene:

T(0)=200=4,

d7(x)

-2 =10=-2(a, +20a;) = a,=—5-20a,

x=10

Sustituyendo los valores de a, y a, en la ec.(b), resulta:

T(X)=200—-5x+x(x - 20)a, (©)
es decir: N
T(%)=(x)+ad,(x) (d)
donde:
,(x)=200-5x ,(X)=x(x—20) (e)

Con los datos del problema, la ec.(al) se transforma en:

2

d°T
—2w+10‘2 T=05 0<x<10 63)

Sustituyendo la ec.(d) en la ec.(f), se obtiene el residuo:

d2T(x)
dx?

R(x;a)=—2 +10°T(x)-05= [L0% ¢,(x)—4]a—[05-10"% ¢, ()] (g)

a.- Método de colocacion

En la ec.(g) existe un Unico coeficiente a determinar, por lo tanto bastard seleccionar un
solo punto de colocacion. Sea este punto X, =5. Luego:
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R(x;a)=[10"7¢,(5)-4]a—[05-107¢,(5)|=0 (h)
donde, $,(5)=175 ¢,(5)=—75

luego,
(-0.75-4)a—(05-175)=0 = a=026316 (i)

Por lo tanto:

To(x)=¢,(x)+0.26316¢,() ()
b.- Método de los subdominios

De nuevo, puesto que solo hay un pardmetro a determinar, AX; =0<X <10, y por lo

tanto:
R(x;a)=. { [107 ¢,(x)-4]a~[05-107 4,(x)]} dx=0 (k)
JM0. 5, o a—026786 (1)
3 2
Luego:
Teo (X) = (X) +0.26786 ¢, (x) (m)

c.- Método de los minimos cuadrados

En este método, se debe evaluar en primer lugar, la derivada parcial del residuo con
relacion a cada a, ; en este caso:

8R(X;a):[1o_2 ¢2(X)—4] (n)
y por lo tanto:
R(x;a j {[10 9,(x)—4]a—[05-107 ¢,(x ]}[10 0,(x) - 4] dx=0 (0)
i3%—%:0 =  a=026486 ()
Luego:
Toc(X)=0,(X) +0.26486 0, () )

d.- Método de Galerkin

La solucion de este problema mediante el método de Galerkin es:
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R(x;a)= aEO [10’2 ,(X)— 4] ,(x)dx — _[:0 [0.5—10’2 ¢1(x)] ,(x)dx=0 (r)

3200a— %75 -0 = a=024739 (s)
y por lo tanto:
To(X)=,(X) + 024739 9, (x) (t)

Evaluando estas cuatro soluciones en Xx=10, se obtiene:

T.(10)=12368°F  T,,(10)=12321°F  T,,(10)=12351°F T.(10)=12526°F  (u)

La solucion exacta es T(lO) =125.94 °F. Como puede apreciarse, la solucion obtenida a través del
método de Galerkin, es superior a la obtenida mediante los otros criterios de residuos pesados.

6.5.- Formulacion Galerkin/(mef) de problemas de la mecanica de los sélidos: Caso
tridimensional

El problema de valor de contorno asociado a las ecuaciones que gobiernan el
comportamiento de un sélido, tridimensional, elastico lineal es, como ya se vio en el capitulo
anterior:

a.- Ecuaciones de equilibrio interno

0
O Ty | F =0
OX oy oz

ot,, 0o, Ot
+ + +F, =0 en V (6.15a)
OX oy 0z

ot,, Ot, oo
+ + ]
OX oy 0z

b.- Condiciones esenciales de contorno
u=u V=V W =W en S, (6.15b)
c.- Condiciones naturales de contorno
Tx =0, N, +T,, N, +T,, N,

Ty=1,Nn,+0,Nn, +1,0N, en S, (6.15¢)
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Tz=1,n, +t,,N,+0,,N,

d.-Las ecuaciones deformacion-desplazamiento son:

€ —6—u—ux € —a—u—vy € —a—u—uz
o Yoy * ooz
yxy:@+a—u:v,x+u,y yyZ:@+@:W,y+v,z (6.16)
oX oy oy oz
ou ow
Yy = —+—=U,Z+W,X
0z 0OX
e.- Ecuaciones constitutivas:
c,, =Ae+2ue,,
c,, =Ae+2ue,,
(6.17)
G, =Ae+2ue,
Txy = quy; Tyz = Hsz; Tyz = Ky,
donde:
8=¢,,t€,, 1€,
y
vE E
(1+v) (1—2\1) " 2(1+v)
La aplicacion del método mrp al sistema de ecuaciones (6.15a), conduce a:
[loux+1yy+1,.2+F W, dv=0 (6.18a)
\%
[ty x+0,.y+ 1,,,2+F, W, dv =0 (6.18b)
\Y
[leax+1,0y+ 0, 2+F, W, dv =0 (6.18¢)
\%

donde W, (la variacion du), W, (la variacion sv ) y W, (la variacion dw ), son las funciones de

interpolacion a ser utilizadas.
A esta altura es conveniente hacer notar lo siguiente:
1. Como puede observarse, en las ecuaciones anteriores aparecen derivadas de mayor orden
que en la formulacion variacional [ver, porejemplo la ec. (4.86)]. Esto implica una
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exigencia mayor, en cuanto a continuidad se refiere, de las funciones de interpolacion a
seleccionar.
2. La ecuacion anterior se refiere, unicamente, a los puntos en el interior del dominio del
problema, y no esta asociada a ningun tipo de condiciones de contorno sobre el mismo.
Para mostrar como se puede solventar estas dos dificultades, considérese, a modo de ejemplo, la
primera de las ecs.(6.15):

i[cxx,x T, Y+ T, 2+ F W, dV=ﬂ£((cxxwl)+ ;;(rxywl)+ ai(rxzwl)} dV +
[ W, dV = [[oy, W, x4 1, W,y 41, W, 2]dV (6.19)
Vv \Y)

pero, de acuerdo con el teorema de la divergencia, la primera integral del segundo miembro de la
ecuacion anterior, puede transformarse en:

I {aax (cXval)+§,(rxywl)+§z(rxzwl)} V= [foumx o ny-+eonzjw ds, (6:20)
Y 52

Luego, la ec.(6.19) se transforma en:

I[GXX W, X+1,, W,y +1,, Wl,z]dV= —”cxx W, X+1,, Wy, y+1,, Wl,z]dv +

\Y% \Y
[FW,aV + [[o,nx+ 1, ny + 1,0z W, ds, (6.21)
\Y

S

Notese que con este procedimiento, la exigencia del orden de continuidad de las funciones
de interpolacion se reduce y, a su vez, se producen los términos asociados con las condiciones
(naturales) de contorno. Sustituyendo las ecuaciones constitutivas y las relaciones deformacion-
desplazamiento anteriores en la ec.(6.21), se obtiene:

j[(k+2u)u,le,x+pu,le,y+pv,le,y+kv,le,x +uu,zW,, z +
\"

uw, X W,z + kw,le,x]dV:IR W, dV +
\"

j[(x +2u)u, X+ AV, y+w, 2)]n, +p(u,y+v, )N, +pu(u,z+w,x)n, W, dS, (6.22)
5,

Como siempre, en el interior de cada elemento finito, el campo de los desplazamientos se
aproximara, del siguiente modo:

u="Y;u; =12,....r
v=Y,v; =12,....r (6.23a)
w="Y, w; =121
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donde r es el numero de nodos por elemento. De acuerdo con el método de Galerkin, las
funciones peso son las mismas funciones de interpolacion, luego se tendrd que la funcién peso
sera, en este caso:

W, =Y, i=1,2,....,r (6.23b)

Sustituyendo las ecs.(6.21) en la ec.(6.20) se obtiene, después de agrupar términos:

[+ 20w, 9, (e, e, + 9,9 Ju+ [, v e W v+
\Y
P B, P, W W AV = [ R dV e+ [T ds, (6.24a)
v S,
donde:

T =[x +2p)u, x+ Av, y +w, z)]n, +p(u, y+v,x)n, +p(u, z+w,x)n,

n
Noétese que la ec.(6.22) es, a menos del término, Zﬁxi, idéntica a la ec.(4.99a). Sin
i=1
embargo, como este término corresponde a la resultante de la componente, en la direccion x, de
las fuerzas concentradas externas aplicadas en el nodo i, es por lo tanto, un valor conocido, y su
introduccion en el sistema global de ecuaciones, no representa ninguna dificultad.
Las dos restantes ecuaciones del sistema (6.18) se deducen del mismo modo al descrito.
El lector podra comprobar que el resultado final es:

Jlaw, v, vuw, e Juy 0020w Wy (9,08, + 9,9, v+
\Y

o, ¥, W WV = (R dv+ [T, W ds, (6.24b)
donde: ’ §
Ty =p(u,y+v,x)n, +[(x +2u)v, y+ Au,x+w,z)]n, +p(w,y+v,z)n,
y, finalmente

[l v, vuw, ) Ju v ow, vy, vy 9 ]y +

\Y

v+ 20),, Wy, (W W+ P lw Y = [FaWdV+ [ T: ¥ dS, (6.24c)
Y S,

donde:

To=p(u, z+w,x)n, +p(w,y+v,z)n, + (A +2u)w, z+ A(u,x+v,y)]n,
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Como puede apreciarse, el sistema de ec.(6.24) es idéntico al sistema de ec.(4.97).

6.6.- Formulacion Galerkin/(mef) de problemas de la mecanica de los sélidos: Caso

axisimétrico.

El problema de valor de contorno asociado a las ecuaciones que gobiernan el

comportamiento de un solido axisimétrico, eldstico lineal vienen dadas por:
a.- Ecuaciones de equilibrio interno

oolr N otrz . On %

+F =0
or 0z r
otrz = 0c
-4+ Z+F =0
or r 0z
b.- Condiciones esenciales de contorno
u=u W=Ww en S,

c.- Condiciones naturales de contorno

Tr=c.Nn +1_n

0 r rz z
en S,
T.=t,n +o,N,
d.-Las ecuaciones deformacion-desplazamiento son:
ou ow u
Srrzgzu,r SZZZE:W’Z 866:?
ow du
Y, =—+—=W,r+u,z
o oz

e.- Ecuaciones constitutivas:
G, =Ae+2ug,
Goo = A€+ 2UE,
c,, =Ae+2ue,

T, = MUYy
donde ahora:

(6.25a)

(6.25b)

(6.25¢)

(6.25d)

(6.26)

(6.27)
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€=E,+E€yy T €,

3 vE ' E
(14v)(2-2v) ’

La aplicacion del método del mrp al sistema de ecuaciones (6.25), conduce a:

| O + 94 4On=%m, Fr}w1 2nrdrdz=0 (6.282)
aLor 0z r

| arﬁacuﬂuﬁ}wz 2nr drdz=0 (6.28b)
wLoor 0z r

donde W, (la variacion ou), yW,(la variacion 6w ), son las funciones de interpolacion a ser
utilizadas. El sistema de ecuaciones anterior se puede escribir de la siguiente manera:

2m { _sr(rc” )+ ;Z(rrm )= Gy + rF,}Wl drdz=0 (6.29a)
znj_a(rr )+ (o )+rF}W2drdz:O (6.29b)
aslors * oz ’

Después de aplicar el teorema de la divergencia, y simplificar el término comin 27 ,este
sistema de ecuaciones se transforma en:

J‘{cn W, r+1, Wl,z+099Wl}rdrdz:'[rFrwldrdz +
r A

A
I[Gnnr+rng}Wl drdz (6.30a)
5.

J.[‘crz W,,r+c, W,,z ]rdrdz:.[r?zw2 drdz +

A A
_[ [t_nr+o,nz FW,drdz (6.30b)

S

Sustituyendo las ecuaciones constitutivas y las relaciones deformacion-desplazamiento
anteriores en las ecs.(6.30), se obtiene:

j{[r(k+2p)u,rWl,r+pru,zW1,z+(k+2p)l:Wl+x(u,rwl+:Wl,rﬂuj+

A
[F Aw, Z W, 1+ Aw, Z W, + 1 pw, W, z]w, fdrdz =
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[rW,Frdrdz+ [rw, T ds, (6.31a)
A S,

_[A{[x(ru,rwz,z+uW2,2)+uru,zW2,r] uj+
[+ 20)rw,zW,, z + prw, rW,, r] w; jdrdz =

[rW,F.drdz+ [rw,T. ds, (6.31b)
A

St

Sobre cada elemento (e), el campo de los desplazamientos se aproximara del siguiente
modo:

u=Yu. w=%Yw. j=12,.... I (6.32a)

171 177
y, de acuerdo con el método de Galerkin/mef, se tiene que:
W, =W, =, i=1,2,.....r1 (6.32b)

donde r es el nimero de nodos por elemento. Sustituyendo las ecs.(6.32) en las ecs.(6.31) se
obtiene, después de agrupar términos:

Y,
I{ [r (A +2u)¥, W, +ur ¥, ¥, +(L+2p) ; ) +7L(‘Pi’r\Pj A )} uj+

A

[, + A, + T, Y, Jw, jdrdz =

[reFedrdz+ [rwT.ds, (633a)
A s,
donde:

T {(x +2u)u,r+ x(‘rj+w,zﬂn, +u(w, r+u,z)n,
[ Dlrw, v, + 2, w)+nrw, v, Jup+ [+ 20)r 9w, -, W, fwfdA =

[r® F.drdz+2r[r¥T. ds, (6.33b)
A S,

donde:

T.=w(w,r+u,z)n, {(k +2U)W,Z+ 7{[:+ u, rﬂnZ
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n n
Notese que el sistema de ecuaciones (6.33) es, a menos de los términos, Zpri y Z Pz,
i1 i1
idéntico al de las ec.(4.106). Sin embargo, como esto términos corresponden a las resultantes de
las componentes, en las direccion r y z, de las fuerzas concentradas externas aplicadas en el nodo
i es, por lo tanto, un valor conocido, y su introduccion en el sistema global de ecuaciones, no
representa ninguna dificultad.

6.7.- El método de Galerkin/Mef aplicado a l1a mecanica de los fluidos

El método de los elementos finitos solamente comenzd a ser admitido, como la poderosa
herramienta numérica que es, en la solucion de problemas asociados a la mecanica de los fluidos,
a principios de la década de los setenta. Existen varias razones que explican este hecho, pero tal
vez, la mas importante se deba al éxito alcanzado por el uso del método de las diferencias finitas,
en la solucion de los problemas relacionados con esta area. Las grandes inversiones realizadas en
el desarrollo de software para la implementacion de este método, es la principal razén por la cual,
por mucho tiempo, los investigadores de esta area, se hayan rehusado a abordar otros métodos
alternativos. Sin embargo, en los ultimos treinta afios, el método de los elementos finitos ha
venido siendo ampliamente utilizado, en la solucién de una gran gama de problemas relacionados
con la mecénica de los fluidos.

En este capitulo se presentard la formulacion Galerkin asociada con el método de los
elementos finitos, de las ecuaciones que gobiernan el flujo de fluidos viscosos, incomprensibles e
isotérmicos, tanto Newtonianos como los llamados fluidos Newtonianos generalizados.

6.7.1.- Ecuaciones basicas asociadas a la mecanica de los fluidos

Las ecuaciones que gobiernan el comportamiento de un fluido son las llamadas
ecuaciones de conservacion (la ecuacion de continuidad, la de conservacion de momento y la de
la conservacion de la energia). Si se considera que el fluido tiene un comportamiento isotérmico,
esta ultima ecuacidn no tiene relevancia. En esta seccion se resumen las ecuaciones basicas que
gobiernan el comportamiento del flujo de fluidos viscosos e incompresibles bajo la hipotesis que
el fluido es isotérmico, para flujos tridimensionales y axisimétricos. La deduccion de dichas
ecuaciones escapa al objetivo del texto y pueden encontrarse en cualquier libro del area.

6.7.1a.- Ecuacion de continuidad: caso tridimensional

La ecuacion de continuidad para el caso general de un fluido en régimen no permanente,
viene dada por:

o 8 8 o,
o U @(pV)+ -, (Pw)=0 (6.34)

donde p es la densidad del fluido y u, v y w son las componentes de la velocidad del fluido en las

direcciones x, y, z, respectivamente.
Si el fluido es incompresible, p =constante y la densidad no es funcion ni del espacio ni

del tiempo. Luego, para un fluido incompresible, la ecuacion de continuidad se reduce a:
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87u+@+8w =0 (6.35)
oX oy oz

6.7.1b.- Ecuacion de continuidad: caso axisimétrico

Para el caso axisimétrico, la ecuacion de continuidad para un fluido incompresible viene
dada por:

8uu@_
arra

(6.36)

6.7.1c.- Ecuaciones de movimiento: caso tridimensional

Las ecuaciones de movimiento para el caso general tridimensional de un fluido
incompresible en régimen no permanente, tomando en consideracion la simetria del tensor de
tensiones, vienen dadas por:

ou ou ou ou ap OOXX 6rxy o™z
p u wW— |=F ——
ot OX oy 0z ax OX oy oz

p(av N v avj 3 _0p, owy , doyy, Otyz 6.37)

o x| oy ez

oW oW op oz Gryz 0022
pl —+U—+V—+W— [=F, ——+
y 0z OX oy oz

donde F, ,F, YF, son las componentes de fuerza devolumen en las direcciones Xx,y,z.

6.7.1d.- Ecuaciones de movimiento: caso axisimétrico

Las ecuaciones de movimiento para el caso general axisimétrico de un fluido
incompresible, en régimen no permanente son:

- —— + (6.38a)
or or 62 r

p(au ou Wauj g _Op ot 0uzZ o, -0y

(6.38b)

ow oW ow _E_ ap dorz rr2+8cszz
P ot or oz ‘ az oo 0z

6.7.1e.- Ecuaciones constitutivas

Para resolver las ecuaciones anteriores es necesario establecer la relacion entre los
esfuerzos y el campo de las velocidades. Las distintas formas de expresar dicha relacion, da
origen a los diferentes modelos reologicos, los cuales tratan de caracterizar el comportamiento de
un fluido dado. Para un fluido puramente viscoso, el esfuerzo cortante es, inicamente, funcion de
la tasa de deformacion; es decir:
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t=1(y) (6.39)

donde yrepresenta el tensor tasa de deformacion. Casos especiales de fluidos puramente viscosos

son los fluidos Newtonianos y los llamados Newtonianos generalizados.

Un fluido Newtoniano es aquel para el cual el esfuerzo cortante es directamente
proporcional a la tasa de deformacion. Luego, para este tipo de fluido, la ec.(6.39) se transforma
en:

T=Uy (6.40)

donde p es la viscosidad (constante) del fluido.
La definicion de un fluido Newtoniano generalizado se deriva, como una extension (por
analogia) del modelo Newtoniano, para tomar en consideracion el comportamiento no-lineal

entre el esfuerzo y la deformacion, observado en muchos fluidos de naturaleza compleja. La
forma general de este modelo es analoga a la ec.(6.40); es decir:

t=n(y)y (6.41)

donde n(y) es la llamada viscosidad aparente, la cual es una funcién de la magnitud del tensor de

y:(;lzjz (6.42)

donde I, es el segundo invariante del tensor tasa de deformacion. La forma de la funcion

deformacion \y , la cual esta dada por:

n(y) [esdecir;n(1,)], conduce a diferentes modelos empiricos los cuales tratan de ajustar los

datos experimentales al comportamiento real del fluido. Los siguientes, son dos de los modelos
mas utilizados en la prediccion del comportamiento no-Newtoniano, observado en muchos
fluidos considerados puramente viscosos.

e Modelo Ley de Potencias (Ostwald y de Waele)

En este modelo, la viscosidad aparente se expresa:

n-1
n(y)=my (6.43)
donde m es el llamado indice de consistencia y n es el indice de ley de potencias.

e Modelo de Carreau

El modelo de Carreau se describe mediante la siguiente ecuacion:
n-1

n(v)—nwzl V2 6.44
R (6:44)
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donde m, es la viscosidad a tasa de corte cero, 1, es una viscosidad caracteristica (newtoniana)

a una tasa de corte muy alta (usualmente n,=0), A es un tiempo caracteristico y n es el indice
de potencias

a.- Caso tridimensional

Las ecuaciones constitutivas para el caso tridimensional de un fluido viscoso e
incompresible, pueden escribirse de la siguiente manera:

(6.45)
Txy: n(IZ)(u’y+V1X) Tyz = T](lz)(V,Z+W, y) T = T](IZ)(U’Z_'_W’ X)

donde u, v y w, son las componentes de la velocidad en las direcciones X,y,z, respectivamente, y
n(l,) es la viscosidad aparente del fluido.

Para el caso tridimensional, el segundo invariante del tensor tasa de deformacion en
términos de las componentes de la velocidad, viene dado por:

1

l,= [2(u, XY +2(v,y) +2(w,z)* +(v,x+u,y) +(w,y+v,z)* +(u,z+w,x)’ ]5 (6.46)
b.- Caso axisimétrico

En el caso axisimétrico, las respectivas ecuaciones constitutivas para un fluido viscoso e
incompresible son:

anzn(IZ)u’r 6zz:2n(|2)w’z
(6.47)
o, =n(l,)(u,z+w,r) 6o =21(1,)u,r

donde ahora u y w, son las componentes de la velocidad en las direcciones radia y axial,
respectivamente.

En el caso axisimétrico, el segundo invariante del tensor tasa de deformacion en términos
de las componentes de la velocidad, viene dado por:

2

1, :[Z(U, ry +2(L:j +2(w, 2 +(w,r+u,z) (6.48)

6.7.11.- Condiciones de contorno
Las condiciones de contorno correspondientes a los problemas de la mecénica de los

fluidos, son similares a las existentes en los problemas relacionados con la mecanica de los
solidos y pueden mostrarse con una figura similar a la Fig.4.8.
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a.- Caso tridimensional
En el caso tridimensional, las condiciones esenciales de contorno son:
u=u; V=V; W=W en S, (6.49a)
y las condiciones naturales de contorno son:
Tx=(=p+ o )N, +1, N, +1,,N,
Ty=1,Nn, + (—p+6yy)ny+’tyz n en S, (6.49b)
T.=1,Nn, +1,N,+(-p+c,)n,
b.- Caso Axisimétrico
Las condiciones esenciales de contorno para el caso axisimétrico vienen dadas por:
u=u; wW=Ww en S, (6.50a)
y las respectivas condiciones naturales de contorno, son:

Tr=(-p+o,)n, +1,n,
en S, (6.50b)
T: =1, N, + (_p+Gzz)nz
6.7.2.- Formulacion Galerkin/(mef) de las ecuaciones de conservacion: modelo UV P
En esta seccion se presentara el método de Galerkin asociado con el método de los
elementos finitos, de las ecuaciones de continuidad para fluidos viscosos, incompresibles e
1sotérmicos, en régimen permanente. Adicionalmente se considerara que las fuerzas de inercia
son despreciables en comparacion con las fuerzas viscosas y la presion.

6.7.2a.-Caso tridimensional

Con las simplificaciones anteriormente enunciadas, el problema de valor de contorno a
resolver, para el caso tridimensional, es el siguiente:

_87p+86xx +8rxy+arxz
oX  0OX oy 0z

+F, =0 (6.512)

_a£+ oy N 80yy+ 8ryz+ F

T =0 (6.51b)
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_8£+ o™z N aryz+ 0ozz

+F, =0 6.51

oz ox oy oz @ C (6:51c)
u v W, (6.51d)
oX oy oz

El problema de valor de contorno se completa con las condiciones de contorno dadas por
las ecs.(6.49), con las relaciones constitutivas de las ecs.(6.45). Luego, en términos de las
velocidades, el mrp aplicado a las ecuaciones conduce a:

i{(—p,x+2nU1XX)+%[TI(U,y+V,X)]+§[n(u,z+w,x)]+FX}W1 dxdydz=0 (6.52a)
i{a%[n(u,y+v,X)]+(—p,y+2nV.yy) + %[n(v,z+w,Y)]+ FY}WZ dxdydz=0 (6.5b)
Ha% u,z+w, X)F%[n(v 2+ W, y)]+(=p.z + 2nwz2)F, }W dxdydz=0 (6.52¢)

j(u,x+v,y+w,z)w4 dV =0 (6.52d)

donde, W, (la variacion du ); W, (la variacion dv ), W, (la variacion dw )y W, (la variacion 6p ),
son las funciones de interpolacion a ser utilizadas. En las ecuaciones anteriores, por comodidad
de escritura se ha tomadom =n(l, ).

Como se puede notar, si en las ecuaciones constitutivas dadas por las ecs.(6.17) se hace
A=0 y p=m, se obtienen las ecuaciones constitutivas (6.45) y, a menos de los términos
relacionados con la presion, las ecuaciones de movimiento del sistema (6.51), son las mismas
ecuaciones de que gobiernan el problema de elasticidad tridimensional dadas por el sistema
(4.48). De modo que para obtener la formulacion Galerkin/mef de estas ecuaciones, basta agregar
a las ecs.(6.24) la contribucion de los tres primeros términos de las ecs.(6.51b,c y d). Es
importante notar que si no se integran por partes estos términos, el sistema de ecuaciones final
sera no simétrico. De modo que con la finalidad obtener un sistema de ecuaciones simétrico, se
deberd integrar por partes estos términos; es decir:

_Ip X W, dxdydz= ijl,xdxdydz —IpW nxds,

2

—jp yW, dxdydz= _[sz,ydxdydz —_[pW nyds, (6.53)

2

—|p,zW,dxdydz=|pW,,zdxdydz — | pW, nzdS,
J J J

S,
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De modo que, la formulacién del mrp de las ecuaciones de conservacion, vendra dada por:

”(p + 20U, X)W, +n(U,y+V, X)W, + 1(u,z+w, X)W, , | dxdydz=

\Y

[FW, dxdydz + [ T«W, ds, (6.54a)
\Y) \Y)

[[n(uy+v, )W, , +(p+2nv,yW, , +n(v,z+w,y)W,, | dxdydz=

\Y

[F,W, dxdydz + [T,W, ds, (6.54b)
v S,

Hn(u, Z+W, X)W, +1(v,z+w, Y)W, +(p+2nw, z)W, , | dxdydz=

\%

[F,w; dxdydz + [ T-W; ds, (6.54¢)
v S,
.[(u,x+v,y+w,z)W4 dxdyz =0 (6.54d)
\Y%
donde:
Tx= f[( p+2nu,x)nx +n(u, y +Vv, x)ny +n(u,z +w, x)nz |ds, (6.55a)
S,
Ty=|[n(u,y+v,x)ny+(=p+2nv,y)ny+ n(v,z+w,y)nz |dS, (6.55b)
S,
I u,z+w,x)ny+ n(v,z+w,y)nz+(-p+2nw,z)nz |ds, (6.55¢)
S,

A esta altura es importante hacer notar lo siguiente: aun cuando la presion aparece en los
términos del contorno T,, T, y T,,y es una variable primaria, su especificacion no constituye una

condicion esencial de contorno ya que W, [es decir, la variacion de la presion (8p )], no aparece,
como puede apreciarse, en las ecuaciones anteriores, en las integrales de contorno de la
formulacion. Adicionalmente, en las ecuaciones de movimiento, la presion no aparece
diferenciada, por lo que se podra utilizar, a nivel de cada elemento, funciones de interpolacion
lineal para aproximar las velocidades y una constante para aproximar la presion o, funciones
cuadraticas para las velocidades y funciones lineales para la presion. En general las funciones de
interpolacion usadas en la aproximacion de la presion deberan ser un grado menor que las
utilizadas para aproximar las velocidades. Luego, de acuerdo con el método de Galerkin/mef, en
el interior de cada elemento finito, las velocidades y presion se aproximaran mediante:

u=";u, V=YV, w="¥,w, =12,

p=>,p, J=1,2,.....8

245



donde r es el nimero de nodos por elemento y s representa en nimero de nodos, a nivel de cada
elemento, mediante los cuales se interpola la presion. Si r es el numero de nodos a través de los
cuales se interpolan las velocidades, entonces r >Ss.. De acuerdo con el método de Galerkin, las
funciones peso son las mismas funciones de interpolacion, luego se tendra que la funcion peso
sera, en este caso:

W, =W, =W, =V, i=1,2,...r (6.57a)

W, =@, i=1,2,...,8 (6.57b)

Sustituyendo las ecs.(6.56) y (6.57) en las ecs (6.54), se obtiene, finalmente, la formulacion
Galerkin/mef del modelo U-V-P, la cual viene dada por:

J‘[zn \Pi,x\Pj,x +n(‘Pi,y\Pj,y +\Pi,z\le )]ui + [ani,y \PL)< ]Vj +
\Y
[N, ¥, W, +¥,, @, p, fdxdydz = I?X‘Pi dx dy dz +ITX P, dS,  (6.58a)
\% \%

De forma andloga, las ecuaciones finales correspondientes a las direcciones Yy y z, vienen
dadas por:

I[ﬂ‘{'i,x le,y]uj +|:2T]\P W +n(\Pi,x\Pj,x +\Pi,z\Pj,z )]Vi +

Ly “jy
\

W, W), w;+ ¥, @, p, jdxdydz = [FyW dxdydz+ [T, ¥,dS, (6.58b)
\Y \Y

[lnw, . Ju+[nw, w, v, + nw, v, +n(w, 9, + 9,9, lw, -
\Y)

Ly “jy
+¥,,D,p, }dx dydz = J'?Z‘I’i dxdydz + J'Tz Y, dS, (6.58¢)
Y S,

y la ecuacion de continuidad:

J-[\Pj,x O u; +; Oy v+, D Wj]dXdde (6.68d)
\Y

En forma matricial, a nivel de cada elemento (e), las ecs.(6.58) se pueden escribir de la siguiente
manera:

— (e) 11 (e) (e)—lS —(e)—l4 (e)
[kij} [kij} kij kij {u} {1(:9)}
O TP T©7*|| (@ "
RS [s]H e

- (e):33 - (e):34 (e) = (659)

Simétrica K; k; {w} { ée)}
i3

B - :9:44 (e)
Tl U
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donde:

Ly IBY% 1,Z .z

{} I{[ZH‘I’IX‘PJXM‘P ¥, + ¥, ¥, )Jixdydz
(e) 12
|:ki'} :In\yly ¥ dxdydz
v
(e) 13
‘:kijj| =I|:T] i,z JX]dXdde
v
(e) 14
I:k”:| = I\Pi,xq)J dx dde
v
[} I[ZT]‘P.y‘PJy+T]‘PIX‘~PJX+\IJIZ\IJJZ)]dXdde

(e) 23
[kij] = jn‘{’lz .y dxdydz
\Y

(e) 24
[ku} = [w,, @, dxdydz
33 Y
[k} = [lenw, ¥, + (¥, ¥, + ¥, ¥, laxdydz
(e) 34
{ku} = [w,,®, dxdydz
\
(e) 44
‘:kij:| :[0]
(0 _ _
{fu} = [ W, Fudxdydz+ [ ¥ T ds,
% S,
(e)
{fi} J.‘PFydxdydz+.[‘PTde

2

(¢) _ _
{f%:j\ﬂ F.dxdydz+ [ W T dS,
\Y S

(6.60)
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con
i=j=12,...,1 ; J=1,2,....,s

Notese que el sistema de ecuaciones (6.59) no es positivo definido, ya que en la diagonal
principal del mismo, aparecen elementos nulos. Esta situacion hace que en la rutina de solucion
del sistema global de ecuaciones, se deba considerar la técnica de pivoteo. También, el hecho que
la presion no aparezca como un grado de libertad en cada nodo, hace que el proceso de
ensamblaje de las matrices locales de los elementos, se vuelva una tarea significativamente mas
complicada que en el proceso normal de ensamblado.

6.7.2b.-Caso Axisimétrico

EL flujo axisimétrico de fluidos viscosos, incompresibles e isotérmicos, en régimen
permanente esta gobernado por el siguiente sistema de ecuaciones:

_8£+ ootr N otz L O %

+F =0 (6.612)
or or 0z r
_op 0wz T, 0%k _g (6.61b)
0z or r 0z
u U ow (6.61¢)
o r oz

El problema de valor de contorno se completa con las condiciones de contorno
especificadas en las ecs.(6.50). Las ecuaciones constitutivas estan dadas por las ecs.(6.47). En
términos de las componentes de la velocidad, el mrp en este caso, vendra dado por:

2nj{_@+ doft | 0UZ  Or ~Cug +Fr}w1 rdrdz =0 (6.62a)
L o or 0z r
2n _@+%+T—ﬂ+8"—ﬂ+a}w2 drdz =0 (6.62b)
L 6z o r oz
ZnI a—u+2+@}wsrdrdz=0 (6.62c)
aLor r o oz
p

donde, W, (la variacién ou ), W, (la variaciondw ) y W, (la variaciéondp ), son las funciones de

interpolacion a ser utilizadas. De igual modo que en el caso del modelo tridimensional discutido
en la seccion anterior, para obtener la formulacion mrp del caso axisimétrico de las ecuaciones
de movimiento, basta afiadir a las ecs.(6.33), la contribucion de los términos relacionados con la
presion. Luego, integrando por partes los términos:

—Zr:J'p,rWl rdrdz =2nj.erl,rdrdz — ZnIerl nrds, (6.63a)
A A S,
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—27c_|.p,er2 drdz:.[erZ,zdrdz - an.er2 nzdsS, (6.63b)
\Y% \Y

S2

Luego, sustituyendo las respectivas ecuaciones constitutivas y las relaciones tasa de deformacion-
velocidades en las ecuaciones anteriores, se obtiene:

f{(—p+2nu,r)rwl, r+n(u,z+w,r)rWl,z+(—p+2n)%wl}:'|‘rwll_=r drdz +
A

A

I[(—p+2nw, nr+n(u,z+u,r)nz]r W, ds, (6.64a)

S

I{n(u,z+w, r)rWz,r+(—p+2nw,z)rW2,z}=J.rW2I_:z drdz +
A

A

In(u,z+u, nr+[(— p+2nw, z)nz]rw, ds, (6.64b)

Sz

[{rurw, +uw, +rw,zw, }=0 (6.64¢)
A

De acuerdo con el método de Galerkin se tendra, a nivel de cada elemento:

u="Y,u;, w=";w, 7=1,2,.r (6.65a)
p=>,p, J=1,2,.....8 (6.65b)

donde igual que en el caso anterior, r es el nimero de nodos por elemento y s representa en
nimero de nodos, a nivel de cada elemento, mediante los cuales se interpola la presion, con
(r>s.). Adicionalmente:

| i=1,2,...r (6.66a)
| i=1,2,...,8 (6.66b)

Sustituyendo las ecs.(6.65) y (6.66) en las ecs (6.62a) y (6.64), se obtiene, finalmente, la
formulacion Galerkin/mef del modelo U-V-P, la cual viene dada por:

| {{Zrn\{fi,r\yj,r MY, W, +2 ?\P;Pj} u +[mw,w, Jw, -

A

[r\IJi’rCDJ Jr\I’itl)J]pJ }drdz: jrﬁ‘l’i drdz+'|‘ rT.\¥,dS, (6.67a)
A

S

j{[rn\Pi‘r\Pj’Z]uj+[2rn\Pi,Z\PLZ Jrrn‘Pi’r\Pjvr]wj + [r\Pi’ZCDJ]pJ fdrdz=

A

[rF.w drdz+ | rT.wds, (6.67b)
A

S
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[{ro.®,, + @ Ju;+(ro. ¥, )w,, jdrdz
A
donde:
Te=(=p+2nu,r)nr+n(u,z+u,r)nz

T:=n(u,z+u,r)nr+(- p+2nw,z)nz

(6.67¢)

(6.68a)

(6.68b)

En forma matricial, el sistema de ecuaciones (6.67) se puede escribir de la siguiente

manera:
O T2 TOT (e e
I R (6
©TF% T2 (@ e
K] 5] [ttty
NORIIN(Q g
Simétrica i { } { }
donde: ) _
(e)—ll
[kij :j(znr\lf Y +nr,Y, 2 ‘P‘derdz
- A
(e)
[ki,} = [nrw, ¥, drdz
A
[e} _[nr‘P (RS )dxdydz
A
(e) 22
[k"} I(Zn r,, W, +nr,, ¥, )drdz
\%
(e) 23
[k”] =_[nr‘11i’2<1>J drdz
A
(e) 33
‘:kij:| :[0]
y

{ée} Ir‘PF drdz+_[r‘PT ds,

2

(6.69)

(6.70)
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(¢) _ _
{fiz} = [rwF.drdz+ [r¥T. ds,
A S,

con

—
Il
—
Il
—_
-
ul\.)
S
—
-
—
I
—
™
ul\.)
w

(e) 33
Puesto que [k"} =[0], el sistema de ecuaciones anterior no es positivo definido, razén

por la cual son validos los mismos comentarios del caso tridimensional.
6.7.3.- Formulacion Galerkin/(mef) de las ecuaciones de conservacion: modelo penalti

Una forma de contornar las dificultades que se presentan en la implementacion
computacional del modelo U-V-P, es a través del llamado método penalty. El uso de la
formulacion penalty se ha extendido a partir del principio de la década de los ochenta. En este
modelo mas que considerar la ecuacion de continuidad se supone que la presion esta dada por una
ecuacion constitutiva, la cual para el caso tridimensional tiene la forma:

p=—o(U,X+V,y+W,2) 6.71)

y para el caso axisimétrico viene dada por:

p:—oc(u,r+trj+w,zj (6.72)

En estas ecuaciones, a es el llamado parametro penalty el cual es un nimero muy grande que
depende, fundamentalmente, del problema a resolver. Experiencia numéricas demuestran que:

a=mx10° <10% (6.73)

proporciona buenos resultados. De hecho, la solucion de un problema dado por este método, en
cuanto al campo de velocidades se refiere, es indistinguible, para una discretizacion dada, de la
solucion obtenida por el método u-v-p.

Una de las maneras de implementar la formulacion penalty en el mef consiste en sustituir
la ec.(6.71) o la ec.(6.72) en las ecuaciones de movimiento antes de realizar el proceso de
discretizacion de las mismas mediante el mef.

6.7.3a.-Caso tridimensional
De acuerdo con lo establecido anteriormente, el método penalty, para el caso del flujo

tridimensional de fluidos viscosos, incompresibles e isotérmicos, propone la sustitucion de la
ecuacion:
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p=—o(U,X+V,y+W,z)
en las ecuaciones:
J‘[(—p+2nu,x)W2'X +n(u,y+V, X)W, + n(u,z+w, X)W, , | dxdydz=
v
j FxW, dxdydz + [ T:W, dS,
v
i[ﬂ(uay+V,X)W +(=p+2nv,y)W, oy +n(v,z+w, y)W, Sz]dxdydz—
ijw dxdydz + jTyw ds,
5,
Hn(u, Z+W, X)W, +n(V,Z+W, Y)W, +(=p+2nw,2)W,, | dxdydz=

\%

[F:W, dxdydz + [ T.W, ds,
\Y S

realizando la sustitucion indicada y teniendo presente las ecs.(6.56) y (6.57), el resultado final es:

iy iy iz *jz X ©jx iX Ty

J.[ZT] i JX ‘P VY., +¥,¥Y )+OC\P Y. ]Uj+[1’]\P \P +OL\P Y. ]Vj+

I, ¥, +a,

i,x JZ

JW -, D, pJ}dxdydz =

[Fue® dxdydz+ [T« ¥, dS, (6.74a)
\Y \Y

Hn‘P VA 0 0 TR V2R I I T N T T FPOR 0% 0 VA

iX ©jx iz "z Ly Ly
[n‘P W, jtoc‘}’,y‘}’ﬂ]wj—‘I’i’y<1>J pj}dxdydz=

jﬁy\{ﬂ dx dy dz + j Ty ¥, dS, (6.74b)
Vv \

iz "y LX =X Ly 1y

[Inw, ®, +aw, v Ju+[ne, ¥, +a ¥, ¥, v, + 0w, ¥, a9, 9, + ¥, ) +
\Y

oa¥,,¥,-"¥ QDJpJJWj}dxdydz:

iz "z

jFZ\P dxdydz+ [T ¥, dS, (6.74c)

S
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En forma matricial este sistema de ecuaciones se puede escribir de la siguiente forma:

[ TEeT @12 T (e
] ][]
©7%2 T2 (e (e)

T AT 675

T2 ] [®
Simétrica Kj; w

donde:

Ly J.X

e 12
[li)} = [(n¥,, ¥, + oW, W, Jdx dydz

<

[} = [, ¥, +a ¥, ¥, Jdxdydz

<

(e) 22
[k”] = [[n®,, ¥, (¥, ¥, + 9,9, )+ a ¥, ¥, | dxdydz
\Y

{} = [0, + ¥, ¥, Jdxdydz (6.76)

\%

Ly 71y

(e) 33
[ku} = [[onw,w,, +n(¥, ¥, + W, ¥, o, W), + o, 9, Jdxdy dz
\Y
{éj} = [ W, dxdydz+ [T, ds,
5,

{(e}:f\P xddeJrI‘I’iTde2
\Y

S

e)

ig}:j\}ng dxdydz+ [W,T. dS,
\ S

—
= —

i=j=12,..,1

Notese que la ecuacion matricial anterior y por lo tanto la ecuacion global del sistema,
puede escribirse de la siguiente manera:
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[k +ak?J{u}={f) (6.77)

cuando o — oo, la solucion tiende a:

o kz]{u}:{f} (6.78)

(0

Se observa entonces que si la matriz [k2 ] en no singular, solo es posible la solucion trivial; es
decir, {ﬂ}= {0} Luego, la solucion del problema radica en hacer singular la matriz [k2 ] , de
modo que [kz]{ﬁ}z {O}, pero con {ﬂ};t {0} Notese que ahora, aun cuando [k2 ] es singular, la
matriz [n K'+ak? ] es no singular ya que [k1 ] es no singular.

Un modo de asegurar la singularidad de [k2 ] es usar la llamada integracion reducida en

la evaluacidon numérica de las integrales relacionadas con esta matriz. Mas especificamente,
cuando, por ejemplo, se usa el elemento isoparamétrico lineal de cuatro nodos, se debe usar la

cuadratura de Gauss se 2x2 puntos de integracion en la evaluacion de [k1 ] y la cuadratura de

Gauss de 1x1 puntos de integracion en la evaluacion de [k2 ] .
Este método permite determinar las velocidades en cada nodo de una discretizacion dada.

La presion, que estd ausente del modelo, se determina a nivel de cada elemento, como pos-
procesamiento, mediante la ec.(6.71).

6.7.3b.-Caso Axisimétrico

La formulacion del modelo penalty para el caso axisimétrico sigue los mismos pasos del
caso tridimensional. Asi, el método propone la sustitucion de la ecuacion:

u
p=— oc(u, r+—+w, zj
r
en las ecuaciones:

j{(—p+2nu,r)rwz,r+n(u,z+w, r)rWz,z+(—p+2n)l:Wz}:erZFr drdz +
A A

.f [(= p+2nw, r)nr +n(u,z+u,r)nz]r W, ds,
S,

I{n(u,z+w, r)rw,, r+(—p+2nw,z)rW3,z}:.|'rW3?z drdz +
A

A
J'n(u, z+u,r)nr+[(- p+2nw, z)nz]r W, ds,

S

Realizando la sustitucion propuesta y recordando las ecs.(6.64) y (6.65), se obtiene:
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n Iin
I Zrn‘P ‘P +rn\I’Z\I’jZ+2f‘{’i\I’j+a r‘{’”‘Pj,+‘Pir\I’j+ u;+
z 1, p oL , ;

A

¥, ¥, +a (PP, +r¥, ¥, )lw,jdrdz=

[rFw drdz+ [ rT ¥, ds, (6.79)
A S
[mw, v, +alre, v, +9, 9 lu; +omw, v, +mw, 9, +
A
ocr‘Pi’Z‘PjYZij}Jdrdz: J.r?z‘Pi drdz+J. rT.¥,ds, (6.79b)
A S

En forma matricial este conjunto de ecuaciones puede escribirse del siguiente modo:

ON (&) (e) (e)

CICIN e
@12 (@[T (e (6.80)

Simétrica {k”} {W} {fiz}

donde:
@7 n Y
i :j 2, Y, 42 TR o T | |drz
A
(e
[k} I[rnT W, +a(WW, +r W, ¥, )drdz
(e
[k} j[zran W, +mP, P, +ar W, |drdz (6.81)
( _ _
{fil}:jr‘PiFr drdz + [r¥,T. ds,
\% S,
(¢)
{f} jrwzdrdz+jr\yTzds
S,
y

1=j=12,..,r

6.8.- Solucion de problemas de la mecanica de los fluidos mediante el método
deGalerkin/mef

En esta seccion se presentard la soluciéon de algunos problemas relacionados con la

mecanica de los fluidos, mediante el método de Galerkin, asociado con el método de los
elementos finitos. En particular, se presentaran ejemplos del problema asociado con la entrada y
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salida de fluidos viscosos en boquillas, tanto planas como circulares y, también, la solucién
numérica del fenémeno del hinchamiento.

6.8.1.- Fluidos Newtonianos

Una clase de problemas con solucion relativamente simple, la constituye los llamados
flujos unidireccionales; es decir, flujos para los cuales so6lo una de las componentes de la
velocidad es diferente de cero, razén por la cual también se les denomina flujos paralelos, ya que
todas las particulas del fluido se mueven en una sola direccion. El flujo laminar entre placas
paralelas de un fluido incompresible, es un ejemplo de esta clase de problemas para los cuales se
obtienen soluciones analiticas y que, por lo tanto, sirven de comparacion con las respectivas
soluciones numéricas.

6.8.1a.- Ejemplo 6.1. Fluidos de Couette y Poiseuille

Una solucidn exacta, particularmente simple de los sistema de ecuaciones (6.59) o (6.69),
se obtiene cuando se analiza el flujo plano de Couette generalizado; es decir, flujo bi-
dimensional, laminar, entre placas paralelas e infinitas de un fluido incompresible y Newtoniano,
con una placa fija y la otra moviéndose con una velocidad U, (constante) en su propio plano.
Adicionalmente, se considera que existe un gradiente de presion en la direccion x. Este problema
queda esquematizado en la Fig.e6.1.1. Para mantener este movimiento, la diferencia de presion
en la direccion x, debe equilibrarse con las fuerzas de corte. Con estas condiciones, en el caso
estacionario se tendra:

Placa movw\

- T
J

Fig.e6.1.1 Flujo plano de Couette generalizado: Geometria del dominio y condiciones de contorno.

Placa fija

u=u(x,y) v=w=0 p=p(x,y) (a)

Introduciendo las ecuaciones anteriores en las ecs.(6.51), éstas quedan reducidas a las
siguientes expresiones:

ou

=0 bl
pw (bl)
p

=0 b2
oy (b2)
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de donde se deduce que u=u(y) y p=p(X). Ademas, puesto que p=p(y) y u=u(x), se
concluye que dp/dXx es una constante.
De acuerdo con las ecs.(b), el sistema de ecuaciones (6.51), queda reducido a:

du
™ =0 (cl)
dp  d®u
Tax Max? =0 (c2)

La solucidn de este sistema de ecuaciones es:

2
u(y):uz"(l+|3_/|j+ um(l—yzj (d)
donde:
H? d
=P ©)
2u dx

es la velocidad méaxima del fluido.
Los llamados flujos planos de Couette y Poiseuille se derivan, como casos particulares,
del flujo plano de Couette generalizado.

¢ Fluido plano de Couette

En el caso del flujo plano de Couette, dp/dx=0 y las condiciones de contorno son:

-H u=0
y={ ®

+H u=u,

con estas condiciones de contorno, la solucion del sistema de ec.(c) es:

_U y
uy) = 1+¥] ©

En la Fig.e6.1.2 se muestra una malla tipica usada en la solucion del problema de flujo de
Couette mediante el método de Galerkin/mef para un fluido Newtoniano. La region se dividio en
ocho elementos lagrangianos de nueve nodos por elemento, para un total de 45 nodos. La
solucion numérica de este problema se realizd con el programa computacional ansipol
(desarrollado por el autor conjuntamente con el Dr. Agustin Torres). Este programa estd basado
en la formulacién penalty de las ecuaciones de continuidad; es decir el sistema de ecuaciones
(6.75) en su version bi-dimensional.

En la Fig.e6.1.3 se muestra la distribucion de velocidades para algunos casos
considerados. En todos ellos, la solucion numérica es, esencialmente, la exacta (errores del orden
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de 107*%). Notese que la solucion del problema del flujo plano de Couette (dp /dx=0) es uno de
los casos mostrados en dicha figura.

Y
Voo, e
v=0
18 27 36 45
9 . .
’ . . L
v=0 7 . . 43( v=0
TX:pO > . . L TX p,‘
= 5 . . =
Ty 0 41 Ty 0
> . . L
3 39 H
’ . L3 <
1 37 o X
7 77 20

Uu=ug v=0

Fig.e6.1.2 Flujo plano de Couette. Discretizacion del dominio con elementos
lagrangianos de nueve nodos.

Experimentos numéricos realizados con diferentes elementos, discretizaciones y valores
del parametro penalty mostraron lo siguiente:
a.- En cuanto al campo de las velocidades se refiere, la solucion obtenida mediante el modelo
penalty se mantuvo completamente estable, y encada caso, en concordancia con la solucion
exacta.
b.- El campo de presiones, calculado como pos-procesamiento, es muy susceptible con la
discretizacion empleada. Las distintas experiencias numéricas realizadas, demuestran que la
estabilidad de los valores de la presion requiere la utilizacion de un esquema de filtrado de los
mismos, el cual consiste en extrapolar el calculo de dicha variable desde los puntos de
integracion, a nivel de cada elemento, hacia los nodos.

y

U
10 JLLLLLLLLLLLL L =2 U1 27777771

— Analitico -
08 = Ansipol /:7 /X\\
T AN
oslP_F -3 21 4 o 1/ 2/ s |
/ / jf / 2H
/ALY s
/1 / A
02 \ ] / A /ir
NI v
777777 TITI77 777 7. ; /

u
-0.4-0.200.20.40.60.81.01.21.47

Fig.e6.1.3 Flujo de Couette entre placas paralelas. Distribucion
de velocidades.
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e Fluido plano de Poiseuille

En este caso, u, =0y dp/dx#0 y las condiciones de contorno son:

_|-H u=0 M
YS14H u=0
Este problema tiene como solucion:
2
u(y)zum(l—m 0

donde u, viene dado por la ec.(e) y ocurre en y=0. En la Fig.e6.1.4 se muestra una malla tipica
utilizada en el célculo de las velocidades y presiones; debido a la simetria s6lo es necesario
considerar la mitad del dominio.

v=0

5 25
u=u(y) . . . v=0 T
v=0 3 23< Ty = H
T,=T,=0 _
x =y . . T, =

1 21 X

77 77 2
- L~

u=ug v=0

Fig.e6.1.4 Flujo plano de Poiseuille generalizado. Geometria del dominio
y condiciones de contorno.

De nuevo, mediante el programa computacional ansipol, el lector podra comprobar que la
solucién numérica es, practicamente la exacta. La presion es lineal en la direccion horizontal y el
esfuerzo cortantes t,, es lineal en la direccion vertical. Los esfuerzos normales o,, y G,, son

nulos ( en el orden de 107).
6.8.1.b.-Ejemplo 6.2. Flujo deslizante entre dos placas paralelas

El flujo deslizante entre dos placas paralelas se esquematiza en la Fig.e6.2.1a y consiste
en la determinacion del perfil de velocidades de la superficie libre de un fluido incompresible,
newtoniano e isotérmico, entre dos placas paralelas e infinitas, cuando las dos placas se mueven
una hacia la otra (es decir; el fluido se desliza hacia fuera de las placas), con una velocidad u,.

Debido a la simetria biaxial de este problema, es suficiente modelar, inicamente un cuarto del
cuadrante del dominio.
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Y / //J;O\\\\\ . zona
e ~ ~ discretizada
, v=—1 N
! \ T T T T T
/ I A ] INAEE
u=t. :o( }tx:ty:o I . i i |
YT ! b
I
2b \ / X i
N
N R e
Sl | I I I I
I I I I

} 2a |

(a) (a)

Fig.e6.2.1 Flujo deslizante entre placas paralelas. (a) Dominio a discretizar y condiciones
de contorno; (b) Mallas utilizadas.

Nadai® obtuvo una solucién aproximada (analitica) a este problema, la cual viene dada

por:
“="2n (_sz : MTTS Y @)
_Pof2, 2 2 ) _3“Voa2
p="3(a’+y*-x’) : Po=""p3 (b)
c =2ua—u—p:&(x2—3y2—a2+2b2) (c)
X 8)( a2

En la Fig.e6.2.1b se muestran dos mallas utilizadas en la discretizacion del dominio,
ambas con el mismo niimero de nodos pero una 5x3 elementos lagrangianos y la otra con 10x6
elementos rectangulares lineales.

En la Fig.e6.2.2 se muestra la distribucion de la velocidad horizontal u como una funcién
de y, para x = 3 y x = 6. Los resultados obtenidos por el programa computacional ansipol
coinciden con la solucion obtenida por Reddy[e] mediante los modelos U-V-P y Penalty, y a su
vez concuerdan con la solucion aproximada de Nadai.

Y Y
200 b
st (x=3.0) LIS (x=6.0)
150 1997
18| 1s |
L 100}
"I _ Nadai — Nadai
L YL AR 075 L
Ansipol L Ansipol
S*r " {Ref ([56] . {Ref [56]
a2t a2s
(¥ 1 1 1 i - .00 i L 1 -
6l 0% LN L% 2W W 600 100 208 300 40 SN

Fig. €6.2.2 Flujo deslizante entre placas paralelas. Perfil de velocidades
(a)x=3.0;(b) x=06.0.

260



En la Tabla 6.2 se comparan la solucién numérica de u(x; 0.25) obtenida mediante el
programa computacional ansipol (mallas de la Fig.e6.2.1), y la solucion analitica de Nadai.

Tabla 6.2 Flujo deslizante entre placas paralelas
valores de u(x; 0.25).

Coord Nadai | Ansipol 4 | Ansipol 9
nodos nodos
0.00 0.0000 0.0000 0.0000
1.00 0.7383 0.7452 0.7383
2.00 1.4766 1.4911 1.4776
3.00 2.2148 2.2376 2.2184
4.00 2.9531 3.0074 2.9796
4.50 3.3223 3.3904 3.3600
5.00 3.6914 3.7996 3.7572
5.25 3.8760 3.9630 3.9128
5.50 4.0805 4.1242 4.0721
5.75 4.2451 4.1986 4.1487
6.00 4.4297 4.2127 4.1719

6.8.1.c.- Ejemplo 6.3. Cojinete hidrodinamico

En la Fig.e6.3.1 se muestra la representacion esquematica del flujo de arrastre entre dos
placas convergentes. La placa inferior se mueve con una velocidad constante U, y la superior
esta estacionaria. La distancia h(x) entre las placas es muy pequefia comparada con la longitud
de la placa inferior. Este problema también es conocido con el nombre de cojinete hidrodinamico.

Fig.e6.3.1 Flujo de arrastre entre dos placas convergentes: Representacion esquematica
y condiciones de contorno.

La ecuacion que gobierna este problema para un fluido newtoniano es

(1]
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dp  d°u

~* 1
dX M dyZ (a )
y las condiciones de contorno son:
eny=0 ; u=u, ; x=0 ; p=p, (a2)
eny=h ; u=0 ; x=Db ; p=p, (a3)

La solucion analitica del problema de valor de contorno dado por las ecuaciones
anteriores es:

—yl ]
u(x,y)= h(hx()x) yLuo —i d‘;(xx) yh(x)| (b1
p(x):poJFGHUohzz()EbXZ;X_)b) (b2

En la Fig.e6.3.2 se muestra la malla utilizada en la soluciéon numérica de este problema, la
cual consiste en 64 elementos rectangulares lineales, con un total de 75 nodos. Las caracteristicas
geomeétricas del dominio son:

0.25 «\
I
0.20 \\\\'\
s —
0.15 + \"\:\»\‘

0.10 + \\‘\

0.05 + P4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10.0

Fig.e6.3.2 Cojinete hidrodinamico. Discretizacion del dominio.

x=0 ; . =0.025 cms. ; p,=0
x=Db ; h,=0.0125 cms. ; p,=0
y=l1 ; u(x,0) = u, =15 cms./sg.
y =h(x) ; u(x, h)=0
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En la Fig.e6.3.3 se aprecia el perfil de velocidades para un fluido newtoniano con p=200

Pa.sg. Cerca de la entrada del canal los perfiles tienen la caracteristica del flujo de dragado, pero
cerca de la salida se asemejan mas a un fluido del tipo Poiseuille.

s

= 0.5

\
—6\

— 0.08
~ 0.0 » ) P ; » »
u = 15 cm/seg
X {cms)
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0

| I | ! | I

Fig. 6.3.3 Cojinete hidrodinamico. Perfil de velocidades para un fluido Newtoniano

con =200 Pa.sg.

La razén de la transicion del fluido se debe al aumento de la presion en el canal, tal como se
puede observar en la Fig.e6.3.4.

50

— Analitico

A I
40 —— Ansipag

8

Presién (MPa)
3

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fig. €6.3.4 Cojinete hidrodinamico. Distribucion de presiones para un fluido Newtoniano

con =200 Pa.sg.

En la Tabla 6.3 se comparan los resultados obtenidos a través de ansipol (para la malla de
la Fig. €6.3.2), con la solucién analitica. Como puede apreciarse, a pesar que la malla no es muy
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refinada, los resultados de la presion dados por el programa computacional ansipol se comparan
satisfactoriamente con la solucidn analitica.

Tabla 6.3 Cojinete hidrodinamico. Comparacion de resultados.

X y u u p p
(cms) (cms) | (analitico)| (ansipol) |(analitico)| (ansipol)
0.0 0.00125 3.750 3.750 0.00 0.00

2.0 0.01125 4.584 4.583 18.96 18.99
4.0 0.01000 5.625 5.625 36.00 36.11
6.0 0.00875 6.964 6.964 47.02 47.32
8.0 0.00750 8.750 8.750 42.66 43.08
10.0 0.00625 11.250 11.250 0.00 0.00

6.8.1.d.- Ejemplo 6.4. Contraccion plana suave: Relacion 4:1

La Fig.e6.4.1 representa el sistema fisico y condiciones de contorno de una entrada de
flujo suave en una boquilla plana, con una relacion de contraccion de 4:1. Debido a la simetria
unicamente es necesario discretizar la mitad del dominio.

v=0
KN =it
_ i v=0
5:5@) He A / )u:v:O
" A 4753\ \
u=v=0
— Lr —

Fig.e6.4.1 Contraccion plana suave: relacion (4:1). Dominio y condiciones de contorno.

En la Fig.e6.4.2 se muestra la discretizacion de la mitad inferior de la region, la cual
consta de 64 elementos lagrangianos, con un total de 297 nodos.

0.8 —
0.6 + -
. . °
0.4 4+ . 64 elementos lagrangianos
de nueve nodos por
elemento.
297 nodos.
0.2 +
| | | | | |
I I I I I I
0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0

Fig.e6.4.2 Contraccion plana suave (4:1). Discretizacion del dominio.
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En la Fig.e6.4.3 se observa el campo de velocidades de un fluido newtoniano con pu=10°
Pa.sg. y una velocidad méxima de salida de u ,=20cms./sg. El campo del flujo no muestra
ningtn tipo de irregularidades y el perfil parabodlico de Poiseuille se recupera en L, =H/2.

ros

ro.6

Fig.e6.4.3 Contraccion plana suave 4:1). Campo de flujo de un fluido Newtoniano ( ],L=103 Pa.sg).

En la Fig.e6.4.4 se muestra la velocidad sobre la linea de simetria y en la Fig.e6.4.5, la
presion sobre la misma linea. Noétese la concordancia de los resultados entre el programa
computacional ansipol y la referencia [12].

% ;
i
— Ansipol :
o0 | m Ref.[48] i
F; .
o |
)

515 :
~—r ]
3 |
i
210 :
[+ !
K} !
b :
5 i
l
i

i ] ] 1 | | i 1 i

00 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Distancia X en cms.

Fig.e6.4..4 Contraccion plana suave (4:1). Velocidad sobre la linea de simetria de un fluido
Newtoniano (]JZZI.O3 Pa.sg).
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1.2

-— Ansipol

14 m Ref.[48]

Presién (MPa)
e b
=) ™

T T

o
o
T

o
N
T

Il i L 1 1 | 1 i ]

00 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Fig.e6.4.5 Contraccion plana suave (4:1). Presion sobre la linea de simetria de un fluido

Newtoniano (H=10> Pa.sg).

6.8.1.e.- Ejemplo 6.5. Contraccion plana abrupta: Relacion 10:1

En la Fig.e6.5.1 se muestra el dominio y las condiciones de contorno de una entrada de
flujo abrupta en una boquilla plana, con una relacion de contraccion de 10:1. De nuevo, por
simetria, solo es necesario discretizar la mitad del dominio. Se supone que a la entrada del
reservorio, el perfil de velocidades esta completamente desarrollado con una velocidad méxima
de 0.5 cm/sg. La viscosidad newtoniana es p=10° Pa.sg. y, el indice de ley de potencias es n=1.0.

1.0 7
c.8
-
€
5]
—~
0.6 1
L]
8. 195 Elementos Lograngionos
8 ge 9 nodos p/elem.
0.4 B85 Nodos
o
@
hel
0 0.2
1
=]
2
<<
D.O‘I - MESH v. 25
T T T T T :
0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 2.4 2.8 3.2 3.6 4.0
Distancia x (cm.)

Fig.e6.5.1 Contraccion plana abrupta (10:1). Discretizacion del dominio de la mitad inferior de la boquilla.
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En la Tabla 6.4 se comparan las velocidades, sobre la linea de simetria, entre las
soluciones obtenidas mediante el programa computacional ansipol y una soluciéon obtenida a
través del modelo u-v-p de elementos finitos. Como puede apreciarse, ambas soluciones
coinciden.

Tabla 6.4 Comparacion de las velocidades sobre la linea de simetria de un fluido newto-niano( L =10° Pasgy
n=1.0; U, = 5.0cm/sQ) en una contraccion abrupta (10:1).
u\x 0.00 | 040 | 0.80 | 1.20 | 1.40 | 1.60 | 1.80 | 2.20 | 2.60 | 3.00 | 3.50 | 4.0

ANSIPOL | 0.500 | 0.504 | 0.525|0.582 | 0.751 | 1.039|1.840] 5.00 | 5.00 | 5.00 | 5.00 | 5.00
Ref[42] 0.500{0.504 1 0.526 1 0.582 | 0.757 [ 1.048 | 1.869 | 5.00 | 5.00 | 5.00 | 5.00 | 5.00

En la Fig.e6.5.2 se muestra el campo de flujo a través de la contraccion. Puede observarse
que el campo del flujo no presenta irregularidades. En el area cercana a la esquina inferior del
reservorio, el flujo es muy débil siendo esta una zona de estancamiento del fluido y puede notarse
la existencia de un pequefio vortice.

13 > o > > » 1—::_ gﬁi
- == ;a-—%— a,g = ==
= = > - = . 7
.8 . f B
> - > - > e 'fw=1(](?s
7
0.6 > = > > Ed f{
> > g - ”
0.4 - . -  ry
- 7
sy =
> > > - "’/ -
5 .
8,7 - ,
Ed
6.2 “]
e.9 1.8 2.8 3.0 . $‘.0

Fig.e6.5.2 Campo de velocidades a través de una contraccion plana (10:1) de un fluido newtoniano
(L=10% Pasgyn=1.0; U =9.0cm/sQ).

6.8.2.- Fluidos no-Newtonianos

En el programa computacional ansipol, la solucion numérica de los problemas no lineales
derivados del flujo de fluidos no-Newtonianos, se obtiene mediante el método de las
aproximaciones sucesivas de Picard. Partiendo del caso newtoniano (n=1.0), se da inicio al
esquema iterativo hasta que se alcanza la convergencia de dicho esquema, la cual estd basada en
la norma del error dada por:

n n-1

X —X

n-1

f=

(6.82)
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donde x" es el vector de las incognitas en la e-nésima iteracion. El nimero de iteraciones
depende tanto de la malla como del valor de n®%.

6.8.2a.- Ejemplo 6.6. . Contraccion plana abrupta: Relacion 10:1

Como un ejemplo representativo de un fluido no-newtoniano, tipo ley de potencias, se
analizara la misma contraccion mostrada en la Fig.e6.5.1. Se supondra ahora que el fluido tiene

una viscosidad n=95x10° Pa.sg. y un indice de potencias n=0.38. Se supone ademas que el
fluido estd completamente desarrollado a la entrada del reservorio y que la velocidad maxima es
U, =5.0cm/sg.

En la Tabla 6.5 se comparan de nuevo, las velocidades, sobre la linea de simetria, entre la
soluciones obtenidas mediante el programa computacional ansipol y una soluciéon obtenida a

través del modelo u-v-p de elementos finitos. Notese que también en este caso, ambas soluciones
coinciden.

Tabla 6.5 Comparacion de las velocidades sobre la linea de simetria de un fluido no-newtoniano( ‘r]=5X103 Pasgy
n=0.38; U, = 5.0cm/sQ) en una contraccion abrupta.
u\x 0.00 | 040 | 0.80 | 1.20 | 1.40 | 1.60 | 1.80 | 2.20 | 2.60 | 3.00 | 3.50 | 4.0

ANSIPOL | 0.500 | 0.515{0.547 [ 0.605 | 0.768 | 1.073 ] 2.000 | 5.00 | 5.00 | 5.00 | 5.00 | 5.00
Ref[42] 0.500{0.515]0.54910.607 | 0.777 | 1.084 { 2.030 | 5.00 | 5.00 | 5.00 | 5.00 | 5.00

El campo de flujo a través de la contraccion se muestra en la Fig.e6.6.1. Partiendo de la

soluciébn newtoniana, la convergencia del campo de las iteraciones se alcanzé con cuatro
iteraciones.
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Fig.e6.6.1 Campo de velocidades a través de una contraccion plana (10:1) de un fluido
tipo ley de potencias (1= 9.5x10° Pa.sg; n=0.38).

En la Fig.e6.6.2 se comparan las velocidades, sobre la linea de simetria entre la solucion
newtoniana de la boquilla en estudio con la soluciéon no-newtoniana.
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En la Fig.e6.6.3 se comparan las presiones sobre la linea de simetria entre la solucion
newtoniana de la boquilla en estudio con la solucién no-newtoniana.

w »n

Velocidad u (cms/seg)
N

Fig.e6.6.2 Contraccion plana abrupta(10:1). Comparacion de las velocidades sobre la linea de simetria de un fluido
newtoniano (}LZ].O3 Pa.sg; n=1.0) y un fluido tipo ley de potencias (1 = 9.5x10° Pa.sg; n=0.38).
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Fig.e6.6.3 Contraccion plana abrupta(10:1). Comparacion de las presiones sobre la linea de simetria de un fluido
newtoniano (=10> Pa.sg; n=1.0) y un fluido tipo ley de poten-cias (1= 9.5X10° Pa.sg; n=0.38).

Es importante destacar que en todas las situaciones, las soluciones numéricas obtenidas
mediante el programa computacional ansipol concuerdan perfectamente tanto con las soluciones

analiticas como con las soluciones aproximadas obtenidas por otros autores y diferentes modelos
de aproximacion.
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6.8.3.- Hinchamiento de fluidos viscosos

El término “hinchamiento” es usado para describir el incremento del diametro del flujo de
un fluido, cuando éste emerge desde un orificio , ducto o boquilla. Muchos autores atribuyen su
descubrimiento a Barus®® en 1893, razon por la cual también se le conoce con el nombre de
efecto de Barus. Este fendmeno ocurre tanto para fluidos newtonianos como para no-
newtonianos, pero es mucho mas importante para los fluidos viscoelasticos, los cuales exhiben,
muchas veces, un incremento en su diametro de hasta un 400%.

Para bajos niimeros de Reynolds (R, <16), el hinchamiento de un fluido newtoniano que

emerge desde una boquilla circular, esta alrededor del 13%. Esto se debe al ajuste de las lineas de
corriente cuando el fluido emerge desde la abertura a la atmodsfera y adquiere una superficie

libre. Evidencias experimentales (2] demuestran que para (R, >16), el fluido emergente exhibe

un 13% de contraccion en su didmetro (didmetro del extruido entre el diametro de la boquilla;
d/D). Entonces, para un fluido newtoniano, la relacion entre el radio de una boquilla circular y la
altura del chorro emergente desde la misma, varia entre 1.13 y 0.87.

6.8.3a- Mecanismo del fenomeno del hinchamiento

En la Fig.6.3 se muestra la secuencia de deformacion de un fluido imaginario desde la
entrada de la boquilla, hasta que emerge de la misma. En la boquilla, el elemento de fluido es
estirado y luego, consecutivamente contraido e hinchado cuando emerge a la atmosfera.

RESERVORIO

— BOQUILLA PLANA X
[ ,]. |
e E> ) ¢E> u,
s

Fig.6.3 Representacion esquematica de la secuencia de deformacion de un elemento de fluido a través
de una boquilla plana.

Entre otros factores, el grado de hinchamiento B=h/H (o B=d/D para una boquilla
circular), depende de la relacion entre la longitud de la boquilla y la altura de la misma; es decir
L/D, (o la relacion entre la longitud de la boquilla y el didmetro de la misma; es decir, L/D). Para
boquillas cortas, el tiempo de residencia es mas corto que la memoria del fluido y, por lo tanto,
hay una tendencia de éste a retener la forma que tenia en el reservorio. Para boquillas
suficientemente largas, la memoria del fluido desaparece completamente y se alcanza una
relacion asintdtica del hinchamiento que puede ser considerablemente menor que en el caso de
boquillas cortas. En la Fig.6.4 se muestran los elementos bésicos y condiciones de contorno del
fenomeno del hinchamiento.
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Fig. 6.4 Elementos basicos del problema del hinchamiento y condiciones de contorno asociadas.

6.8.3b- Calculo de la superficie libre

Analiticamente, el modelaje del hinchamiento presenta tremendas dificultades puesto que

no solo se desconocen las caracteristicas del fluido (velocidad, presion, etc.), si no también la
localizacion de la superficie libre. La solucion de este problema (para fluidos newtonianos, en
ausencia de tension superficial), via elementos finitos, fue considerada por primera vez, por

Nickell et.al®. Su algoritmo, el cual ha sido ampliamente usado, envuelve un procedimiento
iterativo para la determinacion de la superficie libre, mediante la construccion de una linea de
corriente, usando el campo de velocidades calculado en la iteracion anterior. Imponiendo las
condiciones naturales de contorno, se determina el campo de velocidades asociado a la superficie
libre, inicialmente supuesta. En general, el vector de velocidad no serd tangente a esta superficie;
es decir, no se verifica que:

Luego:

un,+vn, =0

Observando la Fig.6.5, se puede notar que:

.7
ds

dx

n,=———

ds

(6.83)

(6.84)

(6.85)

(6.86a)

(6.86b)
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super ficie libre

Fig.6.5 Cosenos directores para el calculo de la superficie libre.

Sustituyendo las ecs.(6.86) en la ec.(6.85) se obtiene:

u (;y—vzx=0 (6.87)
S S
y por lo tanto:
dy vdx
d’g’:udy (6.88)
y, finalmente:
y= OL\u/dx (6.89)

donde L es la longitud en la direccion x. La ecuacidon anterior puede ser integrada mediante la
regla de Simpson y asi, la nueva superficie libre viene entonces dada por:

h(x)=h, + j:(\‘j} dx (6.90)

donde h, representa la localizacion inicial, supuesta, de la superficie libre (generalmente una
extension del contorno solido, tal como se muestra en la Fig.6.5).

s Y

Fig.6.5 Esquema de calculo de la superficie libre mediante el algoritmo de Nickell.
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La solucién comienza con el proceso iterativo (método de Picard), en el dominio
inicialmente supuesto y contina hasta que se alcanza el criterio establecido para la norma del
error en el hinchamiento. Con el campo de velocidades asi calculado, se determina, de acuerdo
con la ec.(6.90), la nueva localizacion de la superficie libre. En este nuevo dominio se vuelve a
iterar para determinar el nuevo campo de velocidades, y el proceso se repite hasta que la norma
del error establecido para el calculo de la superficie libre, se satisface. El numero de iteraciones
sobre el campo del flujo y sobre la superficie libre depende del indice de ley de potencias y
también, por supuesto, de la superficie libre inicialmente asumida.

6.8.3.c- Ejemplo 6.7. Hinchamiento de fluidos newtonianos a través de boquillas planas
El tamafio y las dimensiones del dominio que se han utilizado en los siguientes ejemplos,

estan asociados con la boquilla plana con una relacion de L/H=16/1. La discretizacién del
dominio del problema, para todos los casos, se muestra en la Fig.e6.7.1.

o
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a
(=3
g F
(=]
-1.8 -1.4 -1.0 -0.6 -0.2 0.2 . 04 .10 Y e
Distancic x o z [em]
Mallc Utilizeda pora lo Determinacion del Hincharniento.

Fig.e6.7.1 Malla de elementos utilizada en la solucion de los problemas de hinchamiento; 92 elementos
lagrangianos de nueve nodos y 423 nodos.

Partiendo de la extension del contorno sélido (L/H=1.0), como una primera aproximacion
a la localizacion de la superficie libre, la solucion del problema newtoniano (p=10° Pa.sg. y

n=1.0), mediante el programa computacional ansipol, requirié cinco iteraciones: L/H = 2.089,
1.901, 1.962, 1.940 y 1.949, hasta que el algoritmo de Nickell convirgié con un error méximo de

1% entre iteraciones.
La relacién final de hinchamiento de 19.49%, también ha sido encontrada por otros

autores con distintas mallas, elementos, modelo de elementos finitos y método de
solucion. BIUB4 B 1q Fig.e6.7.2 se muestra la configuracion final de la malla de elementos
finitos después de haberse obtenido la convergencia del esquema iterativo.
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Fig.e6.7.2 Configuracion final de la malla de elementos finitos: Hinchamiento newtoniano
(L=10° Pa.sgyn=1.0).

En la Fig.e6.7.3 se muestra una ampliacion de la malla deformada de la figura anterior, en
la vecindad de la salida de la boquilla.
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Fig.e6.7.3 Detalle de la malla deformada en la vecindad de la salida de la boquilla.

Finalmente, en la Fig.e6.7.4 se puede observar el campo de flujo en la region cercana a la
salida de la boquilla. Notese que el fluido newtoniano adquiere un perfil plano en una distancia
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muy corta, lo cual era de esperarse ya que en este tipo de fluido no existen efectos de memoria,
los cuales son caracteristicos de los fluidos viscoelasticos.
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Fig.e6.7.4 Campo de velocidades en el hinchamiento de un fluido newtoniano (en la vecindad
de la salida de la boquilla).

6.8.3.d- Ejemplo 6.8. Hinchamiento de fluidos no-newtonianos a través de boquillas planas

Con la misma malla de la Fig.e6.7.1, se considera a continuacion, la solucion del
fenomeno del hinchamiento para fluidos no-newtonianos tipo ley de potencias con un indice de

consistencia de m=10" Pas., y diferentes indices de ley de potencias. Debido a la naturaleza no-
lineal de este tipo de fluidos, para poder determinar la configuracion final de la superficie libre,

se deben realizar iteraciones sobre el campo de flujo para un dominio fijo y sobre la superficie
libre del dominio.

En la Fig.e6.8.1 se compara la forma final de la superficie libre para un fluido newtoniano
(n=1.0), y para fluidos tipo ley de potencia (n=0.38, 0.50, 0.80). Debe notarse que para n=0.38 y
0.50 aparece una pequefia contraccion inmediatamente después de la salida de la boquilla. No se
tiene claro si esta contraccion representa el comportamiento real del fluido con un bajo valor del
indice de ley de potencias o, simplemente, se debe a un efecto de tipo numérico. Idénticos
resultados han sido reportados por otros autores. 2%

6.8.3.e- Ejemplo 6.9. Hinchamiento a través de boquillas circulares

La misma malla de la Fig.6.7.1 y las mismas consideraciones descritas en la seccion
anterior, pero ahora suponiendo que la geometria posee caracteristicas inherentes a un problema
axisimétrico, se utilizaron para modelar el fendémeno del hinchamiento de fluidos newtonianos y
no-newtonianos tipo ley de potencias, desde boquillas circulares.

) Fluidos newtonianos

Del mismo modo que en el caso de boquillas planas, partiendo de la extension del
contorno solido (d/D = 1.0), como una primera aproximacion a la localizacion de la superficie

libre, 1a solucion al problema newtoniano (p=10° Pa.sg. y n=1.0), requiri6 cinco iteraciones (d/D

= 1.491, 1.293, 1.348, 1.330, 1.337), hasta que el algoritmo de Nickell convergié con un error
maximo de 1% entre iteraciones. La relacion final del hinchamiento de 13.37%, concuerda con la
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evidencia experimental 59 "asi como también con los resultados numéricos obtenidos por otros

autores. 1970
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Fig.e6.8.1 Formas de las superficies libres para fluidos newtonianos y no-newtonianos tipo ley de potencias.

e Fluidos no-newtonianos

A continuacion se presentan los resultados del hinchamiento de los mismos tipos de fluidos
no-newtonianos analizados anteriormente, pero considerando ahora que la boquilla es circular.
De nuevo, la malla inicial es la misma mostrada en la Fig.e6.7.1. En todos los casos, los
resultados concuerdan tanto con la evidencia experimental como con las soluciones numéricas
obtenidos por otros autores. En la Fig.e6.9.1 Se muestran los resultados para n=1.0 y n=0.5.
Adicionalmente estos resultados se comparan, en la misma figura con las respectivas soluciones
relacionadas con el hinchamiento plano.

120

Caso Piano (n=10)

115
T

Laso Axisim. (n=10)

110
T

Case Axisim. (n=0.5)
Caso Plane (n=0.5)

1.05
T

Altura del Hincharniento (mm).

1.00

Extension gel Contorno.

0.0 . 05 .10 .15 2.0 .25 3.0 s
Distancia x (mm).

0.95

Fig.e6.9.1 Formas de las superficies libres para fluidos newtoniano y no-newtonianos en boquillas
planas y circulares.
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